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I. 



LES FONCTIONS TRANSCENDANTES 2 \, 2 \ , S \ , . . . :2 ^ 

a* «•• a* o" 

EXPRIMÉES PAR DES INTÉGRALES DÉli'INIES. 



ff 

Si Ton différentie plusieurs fois de suite la fonction -S* - > on aura 



a 



(12 ^ 2d^ t 

a a ^, J. 

ila (la '^ a^ 

dii^ (î(i^ "^ a^ 

(P2^ I(P(^] , 

tZa* (1(1^ ' ^" a* 



a^ - --A«^ = -f 2.3.4 .. .n.-2: ',, 

OÙ le signe -|- a lieu, lorsque n est pair, et le signe — > lorsfpie n est 
impair. 

On en conclut réciproquement 



a» 



Tome II. 1 



2 LES FO>XTIONS TKANSC'KNDANTES -i' . • -S' , • • • etc. 

1 ^^ - a (l'^-^LÇa) 

^ a^~- 1.2.3. ."7(/i — l>/a»-i ~ - 2 . 37:. (« — l;^/«»-^ * 

1 /'l .pal £ 

Or on a -2* =L{a)^=:zj * r/x. On en tire, en difterentiant jMir 

rapport à a, 






1 



7.» =/■''•■"■;)■ </x, 



r/»:? ' 



::• =//::i'f' "'. 



f/« -1 :? ^ 






En substituant ces valeurs, on aura 



^^ 1 r\r«-i/.r , 

^ 1 __ 1 r\r»->(/.r)=î- -1 

^^a»"" 2.3.4. ..(2n— 1)J„ " .c—1 ' 



En fféuéml, quel que .soit «, on aura 



^ a" t\a)J ^-1 



Désignions JS" ^ par L(n,a), nous aurons 



LKS FONCTIONS TRANSCENDANTES JS \ > J*' \ • • • etc. 



a' a" 



(1) 



Eli développant * - . en série infinie, il viendra 



+r^'-"(' ')'"'*+ 



or 



/ x**"*"* / dx =1 . iA« ' P'^^' conséquent 



OÙ (y est une constante indépendante de a. Pour la trouver, faisons dans 
(1) azz=l, ce qui donne /y(l,a) = et a""* = ir^ = 1 ; par conséquent 



On tire de là 






L{o,a)= ^,J^J^ "7^ j-V (/ l j" V/o;, 



oîi a peut être positif, négatif où zéro. On a 



X 



-=('r'='-('-»('.t)+'"v>'-('.:r-'Trnr+*~ 



Substituant cette valeur, on aiu-a 



a) p t/ 1 — ^ 5î t/ 1 — .i: 2 . .-J t/ 1 — .r 



1 

n«) I 



J 1 — .'' 



Considérons l'expression I ^. _^ c7.r. En développant *__ - ? on aura 



/ 



l'îl «'-=/('! )*<*« +/-('Tr<^ +/-*(' 1)'"^+ 



or 



J^x»(/^px==^-[^+,^\, donc 



1» 




LES FONCTIONS TRANSCENDANTES :S J, ? ^ j, • • • etc. 



^ Y_:|^ dx=fik+ 1) (l + 2!.. + 3!.. +4.V +•••)' 



donc enfin 



(«-i)«.r(« + 2) 1 1' 1 I 1 I 

2« r(a) [^ "r2«+«~r3«+i~r4<r+s-r • • 

"i . 2.3. /'(a) |^"r2«+3 "r3«+3-r4«+ï-r • 

or on a /'(«4- !) = «/'(«), 7'(a + 2) = «(a-[- lj/'(«) et en général /'(«H-^) 
= «(a-|- l)(a -|-2) . . . («-|-fc — !)/'(«). Substituant t;e.s valeurs, on obtient 

L{a, a) = " ~ - « 1 1 + ^„^,- + .^„^, + ^„^^ + • • • ) 

~ 1T2 «(«+^)(l+2«+»+3''+='+4''+''"^ ) 

+^n^?v«(«+^)(«+2)(i+2«V3+3Ai.+4«\3 + : • •) 



Si Ton pose a infini, on aura 

^(^7«) = l + 2. + 3« + 4«-| ' 

donc en désignant //(oc, a) par L'(a) 



• • « • 



Si dans la fornnile (1) on met — au lieu de a, on aura 



* . / 1 \"~* / 1 \""* 

Faisant a;"=y,cc devient ^^y", dx=^ay''~\ r =a"~M/ et 

par suite 



LES FONCTIONS TRANSCENDANTES ^\\ ? 2* A • • • etc. 5 



On tire de là 






W— 1 



Si niainteiiant m — 1 < a, ce qu'on peut supposer, la fraction ^^_^ . 

A 

est résoluble en fractions partielles de la forme .- On aura donc • 

m \ î A Ê Vf// ,1-/1 \ « / I • la" 



Si Ton développe . en série, on voit que 



» • • / — — • 




or 






• m » 






3 



\ ~\ia I Au \ 



• • • I • 



donc en désign.int 1-}" o^"4~ ^a H~ i« 4" ' ' ' P^^ ^'{^j^\ ^^^ aura 



y 1 — rrv 



on obtiendra donc enfin : 



^-\iJ--^dy=.r{a).L\a,c)', 



lI "^ , aj = a«[^.LX«,r.)^-.4^LX«,c') + ^^/y(«,r'') + etc.]. 

La fonction i> - — j a peut donc, loreque m et a sont das nombres en- 
tiers, être exprimée sous forme finie à l'aide des fonctions /'(«) et U{a^c). 
Soit par exemple 7?^=l, a = 2, on aura 

2» r^ 1 y I 1 \«-l 2" r (^ f/ ) 

^«"') = n.) j, ,' - 1 ( ' -. ) ''^ = - '■(«) J. rW * 

On a par conséquent A=^ — 1 et c^= — 1, donc 



6 LKS FONCTIONS TUANSCKNDANTKS 2,\^ > -ï ^V ' • • ©tr. 

Lorsque a est un nombre entier, on sait (jue la sonnne de cette série 
peut s'exprimer par le nombre ti ou par le logarithme de 2. Soit «=1, 
ou a 1_,^-|-|_|-| = log2, donc L[^,1) = L{1)= — 2\o^2. 

111 /r^ 

En posaut « = 2, on a 1 — .>a"4-" t^^ — j.»"!" ' ' " ^=^ 19 ' donc 



7f2 



On peut en général exprimer L(-J, 2?^) par — JUIji'"^ oh M est un 
nombre rationnel. 



IL 



SUR L'INTÉGRALE DÉFINIE /'««-• (1 — or) «-i (/M" 'dx. 



Dans les Exei'cices de calcul intégral de M. Legendre on trouve l'ex- 
pression suivante 

(1) jy'{i-x)-'ic=.^'^^f^^ 

donc 

log r x'-^l — xy-''dx = log Va 4- log /'c — log /'(a + c). 

En dittëreiitiant par rapport à a et à c, et remarquant que 



on aura 



- -j - -z=:La — A(a-}-c), 

j- — - — =^ Le — L{a-\-c). 

Ces deux équations combinées avec l'équation (1), donnent 



8 SLK I/INTÉGKALK IIEKINIK etc. 

£x"-\l-xy-^l{l-x)dx = [Lc- L{u + c)] j;^;^-^]^-. 

La (leniîère (équation peut aussi se déduire de ravaut-deniière en échan- 
geant a et c entre eux, et mettant 1 — x à la plaee de x. 

Lorsque c=l, on a, à cause de A(l-[-a)= -|-A(a), et r(a-}-l) 



ar{a), 



résultat connu, et 



donc 



/. 



r' 1 

/ x"' ix.dx = , V 

7o "■ 







/. (1 -|- a) = — a rx—>/(l — x) </x. 
En développant (1 — x)''^ en série, on trouvera 

+(i-m".-î)jy.,(>)^_,. 

oi- / x*/| \dx^= ,, , ,,-,» donc 

_ 1 _, . _1_ (c— l)(c— 2) 1 _(c— l)(.r— 2)(/;-3) 1 , 

mais J^V-'(1-X)-V( ^)jx = L'-^.« + «)-/'«] 7!^"+')' donc 



Ta . y 6* 



(2) [,(. + .)_,.]; — . 

^ 1 _/ ,. 1 , (c--l)(c — 2) 1 _(.;-l)(c;— 2)(0— 3) 1 , 

a* V' )(a + i)^^ 2 *(a+2)* 2.3 "(a+3)* •" 

Soit par exemple cz=l — a, on a 

/.(a-}-c) — La= — La, r(a-f-c)=r, 



»m a/r 

donc 



ra.rc= fa. m — a)=. '--- : 



SUR L'INTEGRALE DEFINIE etc. 9 

Bina/r ~ a«" «"(a + l)» • 2(a + 2)« ' 2.3.(a+3)« -f- • . • . 
Soit a = 4^, on a — i>a = 21og2, sîn-^=l, donc 

27iloff2 = 2*4- — 4--^;.-4--— --4-- - -^-----1 

Soit a=:l — X, c = 2x — 1, on aura en remarquant que L{1 — x) — Lx 

= 71 COtTTiC, 

r(i— ;p).r(2.r— 1) 



71 . COt TIX • 



rœ 



1 2.r — 2 , (2^ — 2) (2 A' — 3) _ {2.1: — 2) (2;c — 3) (2x ~ 4) , 

— (l—xy (2_arp ' 2(3— ï)«" 2.3.(4 — ar)« ' 

En échangeant a et c entre eux dans l'équation (2), on obtient 

rr/ I \ j ^ Ta.Tc 1 , -v 1 , (a— l)(a — 2) 

En divisant l'équation (2) par celle-ci membre à membre, on aura 

1 c—l (c— l)(c — 2) 

L(a + c) — L(a) a^ (ÔH-^i* ' 2(o-f-2)« 



• • • I » 



i(a + c) — i(c) ^ __^rii I (g — l)(a— 2) 

c« (c + 1)« ' 2 (c + 2)« 

De cette équation on tirera , en y faisant c = 1 , 
r/i I ^\_^ q(a— 1) . a(a — l)(g— 2) 

donc en écrivant — a pour a, 

et en mettant a — 1 au lieu de a, 

T„-(n 1^ (a-l)(a-2) (g- l)(a-2) (a- 3) 

on tire de là 

L{1 — a) — La = n.cotna 

I 1 , a(a4-l)-(a-l)(a-2) , a(«+l)(a+2) + (a-l) (a-2)(a-3) , \ 

= — |2a— 1-1 2i 1 273^ T"*) 

Si dans l'équation (2) on pose a := 1 , on aura 

Tome U. 2 



• • • 



) 



10 SUK L'INTÉGllALE DEFINIE etc. 

comme auparavant. En faisant c = 0| il vient 



Nous avons vu que 
En dittërentiant cette équation logaritlimiquement, il viendra 

•'O v ''vjc/ «rt da iT/i\ T/\ 

1 \i\ = 7/—; — \ — T +^(« + ^) — Lia). 

Or on a -,— = — ^—j't soit 2—^ = L\a). on aura 

(la a^ ^ a^ ^ ^' 



J\'-^{i-xy-^[i^^J.dx 



= [(L'{a-\-c)-L'a)-\-{Lia-\-c)-Lay]-^^^y 



Si Ton désigne -S* -3 par i"a, L— ^ par i"'a etc., on obtiendra par 

(.1 Cl 

des diiférentdations répétées 



rx'-'{l — xy-'il \-Ydx = [2{L"{a-\-c)—L''a)-\- 



Fa. rc 



S{L'{a-\-c)-L'a){L{a + c)-La)-\-{L{a-^c)-Lay]-f^y 

C x'-'il — xy-^ il ^Ydx = etc. 
En différentiaut l'équation (2) pai* rapport à a, on aui-a 

_ / 1 _c-l 1 , (c— l)(c— 2) _1 _ (c— l)(c-2)(c--3) 1 , 
""'^U» 'l"'(a+l)^' " 1.2 " '(a+2)» ""'1.2.3 " '(a + S)»"'"" 

j^x''-\i-xy-^[i^-]ldx 

_ç,„M_c-l_l ,(c-l)(c-2) 1 _(c-l)(c_-2)(c-3_) 1 _ , 
~ [a* 1 "'(a+i)* " 1.2 "(0+2)* ' 1.2.3" '(a-fS)* """ 

et eu général 



SUR L'INTÉGRALE DËPINIË etc. 11 



J\''-\i-xy-^i^i^^'' 'dx 



^7'„/l_l-l _L_ 4. (_^-zl)(£:-2) 1 ( c-l)(.-2 )(.-3) 1 

U" i *(a+l)«'*" 1.2 "(a+2r 1.2.3 '(a+S)""^ 

Or la fonction / «""'(l — x)'~*U — 1 dx est exprimable par les fonctions 

y, L, X', L", . . . i^"~'^, donc la somme de la série infinie 

J^_c— 1 1 ■ (c-l)(c— 2) J 

a" 1 "(a+l)" T" i.2" ■(â+2)« 

est exprimable par ces mêmes fonctions. 

Il y a encore d'autres intégrales qui peuvent s'exprimer par les mêmes 
fonctions. En eiFet,.soit 



J^x-^l-xy-^^l^J 'dx = <p(a,c\ 



on obtiendra par dos difFérentiatîons successives par rapport à c, 



et en général 



rx''-'{\—xy-^[l{\—x)Y\l^Y~'dx=(p"e, 

Çx''-\i—xy-^[i{i—x)Y{i^Y~'dx=(p"'c, 

r x'-'ii—x)'-' [i{i—x)y-' i i M""* dx = (p<p-'>c. 



j„ * Fa , Fe 



Or on a (p{a^c)^={^ — ^)""* "7r~«-i ' donc en substituant cette valeur, 
on obtiendra l'expression générale suivante, 

Fa. Fe 



j x^'{i—xy-'[i{i~x)y{ix)''dx= 



da"* . de» 



et cette fonction est, comme nous venons de le voir, exprimable par les fonc- 
tions /; A L\ L'\ . . . U^-'^ . . . L^'^-'K 



2* 



12 SUR LINTEQRALE DEFINIE etc. 

On sait que 

(A) £[l^-]"'dx=ra. 

En diiférentiant par rapport à a on aura 



r(4r«(4)-=^^ 



Jb '^__ j. dira 

da da * (la ' 



or —j — = La — (7, donc 



da 



£{''iï""{i]''^-''°-(^—'^' 



en dîfFérentiant encore, on aura 

• Une expression générale pour la fonction 

peut se trouver aisément comme il suit. En différentiant l'équation (A) n 
fois de suite, on aura: 

or —3 — = La — C, donc 
da ' 

lTa = f{La-G)da et Ta = e''^'^'^'^'^ 
donc 



î 



/:(-irK-)"-=^ 



„ ^/(/xt — C) dn 



da"" 



fonction qui est exprimable par les fonctions 1\ i, L% L'* , . . L""* 

Si Ton met c' à la place de a;, on a / — = — y, // — z=z/( — y)^ 
dx-=é'dyr, donc 

JJ-y)"-'[?(-y)]-«'%= ---.7„-«- , 

ou en changeant y en — y 

pO . f(La — C)da 



SUR L'INTÉGRALE DËFINIE etc. 
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Faisant y = z" j on a y""^ dy =^ ^ d(y) 
et par snîte 



1 
a 



-=l-dz, hj=~-h, e-'=e~w), 



f {hYe-W)dz = a^^''^l^ 



f(lM — C)da 



da"" 



Si l'on met a au lieu de — > on aura en posant w = 0, 



J 



en posant w== 1, 



/. 



e-* dx=i— z r 



1 ^/i\^. /i 



a' \ a 



i^l-^l-C 



Si par exemple « = 2, on aura 



X 



oo 



-« 



X 



oo 



en remarquant que X (|^) = — 2 log 2. Il faut se rappeler que la constante 
C est égale à 0,57721566 . . . 

Si dans l'équation (A) on pose 2: = ^", on trouvera 



X 



[ue n est positif. 



Le n est négatif. 



En ditférentiant cette équation par rapport à «, on aura, lorsque n est positif, 



X 



Soit y = 6""*, on trouvera 



X 






résultat qu'on peut aussi déduire aisément de l'équation 



X 



oo 



X \ Or \ Ci 



(M-^J- 



IIL 



SOMMATION DE LA SERIE y = y(0) + y(l)^ + y(2)ar« + y(3)^3H h<rW^". 

n ÉTANT UN NOMBRE ENTIER POSITIF FINI OU INFINI, ET g)(n) UNE 

FONCTION ALGÉBRIQUE RATION^LLE DE n. 



La fonction (p{n) étant algébrique et rationnelle, elle est résoluble en ter- 
mes de la foime An"^ et - — ; — ^-^ : y est donc résoluble en plusieurs séries de 
la forme 

B . Bx , Bx^ . Bx^ . , 5dî« 



— • 



ad I (a+1)/^ • (a + 2)/^ ' (a + 3)/^ ' ' (a + w)'* 

La sommation de la série proposée est donc réduite à la sommation de ces 
deux séries. 

Considérons d'abord la quantité^. A.O" étant une quantité constante 
et A facteur de chaque terme de la série, nous poserons 

]4 = /(«7^)- 

On a donc 

divisant par ce, on a 

/i?[zf).= l_^2«a: + 3«x*+ . . . +7?/'x'»-^; 



SOMMATION DE LA SERIE ]f ^ f H)) -\- ^ (l) z -{ f- y (h) «**, etc. 15 

en multipliant par dx et intégrant, il vient 



/ 



/(^?''*) ^7 ^ I Oa-1^» I *2a-~l.^3 | | ^a-l,^». 



W 



I 



en cuuipuraiit cette série à la précédente, on voit que 

'IJ.^^±dx=f{a-l,x); 
diflérentiaiit et nmltipliant par x, on tire de là 

ou en écrivant /a au lieu de/(a,x), 

y x.df(a — 1) 

/«= — d^-^' 

Connaissant la valeur de /(a — 1), on peut en déduire celle de /(a). 
Mettant a — 1 au lieu de a, on aura 

r/ i\ x.df(a — 2) 

en substituant cette valeur dans l'équation précédente, il vient 

/- ,r.d [.r.d/ ( a— 2)] ^ 

mettant de plus a — 2, a — 3 etc. au lieu de a, on obtient 



Substituant ces valeurs on trouve 

j, X . d (.V . d Çc . . (/ (.r . <i/(0) ...))) 

On a ainsi la fonction fa détenninée par la fonction f{0). Or on a 

AO)=x-\-x*^x^-\-x*Jr • • • +«^"=- tv"--' 



16 SOMMATION DE LA SÉRIE y =«y (0) + y (1) x -j f-yfn)*", otc, 

I 

donc 

*c .(llœ .dl»r.,,d ' ' • 1 1 

/(a) = a;-|-2"a;*-f-3''x»+ • • • +»«u;-= -^^ ^ -.lT"-^—^ 

On connaît ainsi la fonction f{a), et par suite on connaît de même la fonc- 
tion p. Si la suite va à rinfini, on a f{0) =• -. , et par conséquent 

iv.dlx .d(œ . .,d • • • 1 1 

x + 2«x.* + 3«x'* + 4«x*H =-— ^ — \__ i^^ IL. 

En faisant successivement « = 0, 1,2, 3 etc., on aura 



X . d -— - 

1 — X X 



^ + 2.. + 3,. + 4x'+... = ^^ = ^,) 



2 



^_l_9 8^2 |_ Q2^S_J_ a2,^4_| ' \ ' 1— «/ X (1 -\- X) 



Considérons ensuite l'autre série, savoir 

Fa = — A - I - I - I I- 



a« ' (a+l)« ' (a + 2)« ' (a + 3)« ' ' (a + ny ^ 

en multipliant par x*" et différentiant, on aura 

OU bien 

(Lk \ ««-1 f^ (a + l)"-! "^ (a + 2)''-i ^ ^ (o + n)"-» / 

On voit par là que 

en multipliant par dx et intégrant, on obtient 

Fa = A^'^'°"' - ^(«— 1) . 

On peut donc déterminer Fa par i^(a — 1). 

En mettant maintenant a — 1, a — 2, etc. au lieu de a, on aura 
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F (a — 2) = ^'- ■ ■'■"^' - ^" ~-^ 



7 






') 



On peut donc détennîner F [a) par F(0)^ car on aura par substitution: 
or F{0) = l-{-x-\-x*-\ \-x'' = ~'^, donc 

j^ 1 Cdx Çdx Cdx Cdv .{x^'-^ — x''-^' 

^~ x^J X J V ' J ^ J~ ~1—^ 

Si la série va à l'infini, on a i^(0)= . , et par suite 

r^ 1 rdx Çdx Cilc f , ar«-^ 

x^ J X J X J *^j ^ — ^ 

Les quantités constantes dues aux intégrations successives doivent être des 
valeurs particulières des fonctions -F(0),i^^(l), i''(2) . . . -F(a). 

Ayant ainsi déterminé les fonctions fa et Fa^ on en tirera aisément la 
sounne de la série proposée 

Le procédé dont on a fait usage pour trouver la sonnne de cette série 
à Taide de la série l-\-x-^x^-\- - > - -{-x""^ peut aussi servir à la détermi- 
nation de la sonnne de la série 

z =/{0) if (0) +/(1) ip{\)x +/(2) ip (2) x»" + . . . +/(«) <p («) X- 

à l'aide de la série 

/(0)+/(l)x+/(2)x*+ . . . +/(n)x», 

OÙ fn désigne une fonction quelconque, et (fti une fonction rationnelle. En 
ettet la série z est résoluble en plusieurs séries de la fonne 

^(/'(l)a; + 2''/(2)x* + 3«/(3)x»+ • • • -f-n-/(«)x-), et 

i a- "f" (a+i)" "f" («+2)" ~r • ■ • T (a'^-n)" 
Tome II. 3 



18 SOMMATION DE LA SÉRIE y -= y lOi -p ./ 1 1> x -, r-y (m x" etc. 

Si l'on iwse /(O) -\-J {l)x-\-/{2)x*-\ 1- /(«) x' = s, on trouvera 

précisément de la même manière que ci-dessus: 

f{l)x-\- 2''/(2) x' 4- 3 «/(S) X» -] [- «"/(«) X- == ^^i-"-^ i-'^:^-; '^ •'•'' " '-))^ 

'•«>), /(l) .^, /(-^) .^*. ... . A"') .^. 



= > / * / X ^ Jdx.x'-\s. 



.r* , .r^ . .r"* 



Soit par exemple ,v = c^zzr 1 -|-a:-|~-^ ~^" 2 3 ^~ 2 3 4 + ' * * ' 



on aura 



ala+1'2 a + 2"^2.3 a + 3' .r«J "-^"^ ^ 



+ 1 ' 2a + 2 ' 2.3 a + 
^'Ui (^ -1) I (^^-l)0i-2) (a-l)(a-2)(a-3) \ c 



IV. 



SUR L'EQUATION DIFFÉRENTIELLE <% + (;> + jy + ry»)<i.r = 0, OÙ p,q ET r 

SONT DES FONCTIONS DE x SEUL. 



On peut toujours réduire l'équation dy -\- [p -\- qy -\- ry*) dx = j à une 
autre de la forme 

Première méthode. Soit y = z-|-/, on aura 

dz~\'dr'^{p-\^qr' '{'7^^r)dx-\-z{q~\'2rr')dx-\-rz^dx = 0. 
Pour qiie le temie nmltiplîé par z disparaisse, il faut poser gr-|-2rr' = 0, 
d'oïl Ton tire r'=: — ^ • Cette valeur étant substituée pmr r\ donne 

(1) '^+[p-t-ii+ii^+"']'>-=''-' 

donc 

dz-\-{P-{-Qz*)dx = {), 

Seconde méthode. Soit yz=Lzr' et par conséquent rfy = r'rfz -|- zc?r', 

on aura 

r'rfz -\-pdx -|- 2 (J/ -f- r'qdx) -|- 2* /* r(i!x = 0. 

Pour que z s'évanouisse, on fera dr' -\' r'qdx =iO^ d'où l'on tire 



r =e 



3 
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ftUU L'ÉQUATION DIFFERENTIELLE dy + ( p -\- qy + nj^) dxr^O etc. 



En Hubstîtiiaiit cette valeur pour r' on aura 

(2) dz-\-{'pe/''^-]-re-^''''z')Jx = 0. 

Si donc on peut résoudre les équations (1) ou (2), on peut aussi résoudre la 
proposée, et réciproquement. 

L'équation (2) est résoluble dans le cas où Ton a 



car on a alors 



/qdx — fiàx 

pe-^ =are -^ ; 



^ + 



'^' - - '' ,/''' dx; 



^n 



a 



donc 



et de là 



arc tîinff - 



a VaP 



7 fl^ 

pdxe ; 



= — yâ tang 1 . - \l^d^ ^ ) ; 



inaLS y=zzr =Lze ^ • 



; donc 



maintenant pe'^^=^are ■^^''*; donc 



%fqdx ar fqdx 



V 



ar 



/qdx = \\oG^ " j (jdx=l -^ -' 7=4^ 1 

L'équation di/'-\-{p-\-'qy-^ri/^)dx = 0^ deviendra donc 



1 dp 

(Lv 



^y+li>+i(i---/^:,l,y+^y 



et son intégrale sera 



ru^p 



V^- 



dx = 0^ 



ou bien, en mettant pour la tangente son expression exponentielle, 

1 _ ^*/^ y^"- 



V 



T 



1+^ 



tfdx\ 



Soit par exemple ^; = — r = - j on aura 
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'^'+(i -'■)*=». 



j , rfx 



1 — ^ 1 — r.r* 



i f'. 1 + ca;* 



1+e 
iliU supposant « = a?"' et r = x^. on aura ,= — ^t — /- = 



m — n /» r» iw-j-w 



donc 






M — fl _ 

-*-. / . 2 



V= — a; * tang cH ; [-5 x^'^+'+^M- 

^ " \ ' n» + »j + 2 / 

Soit n^ — m — 2, on aura 

y= — x'""^^ tang (k -[- log x) = — a:""'"* tang (logfc'a:), 
d'où Ton tire 

Si dans Téqnatîon (2) on met — à la place de z^ on aura 

et puisque y= c""-^*"^, on a 

Loi-sque p = Oj on a d;/ -f- (gy -|- ry^) dx = 0, 

cZz = — r. e~-^* c/o:, z = < — /r^'"-^**'* cfa:, 

1 



Telle est donc l'intégrale de l'équation 

dy + {qy + r7/)dx = 0. 

Si dans l'équation pix)posée on fait ' = ' = r, on obtient 



22 SUR L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE dtf + ( p -{- qy + ry*) dx = etc. 

donc 



jc+^y^ = ->^' 



or 



<^y 1 / (ly 



y'-j-2ay-|-c 2ya^ — ^ \y+« — Va^ — c y + 



a+Vo»— c J' 



donc 



— ypcZa:=--^^[log(?/ + a— Va' — c) — log (î/ + a + Va* — c)] 
ou bien 






et de là 



y-j-a — Va* — c - ya*—cfpdx 



y + a + Va* — c 



2 



y = — a -|- ya* — c - - — ^ — 



Dans ce cas, Téquation (2) devient 



mais on a 

Jqdx ^'ifpilx 



z='^,=zye'' =ye ' ; 



donc on aura 



2a 

z = e l — a-f-ya" — c - — >• 



l — e'l y^''-<^fp^ 



Si l'on fait p=\^ ce qui ne diminue pas la généralit(3, on a 1 pdx 
x-^k^ et par là 






Lorsqu'on connaît une valeur de ?/ qui satisfait à l'équation 
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on pouiTa aisément trouver Tintégrale complète. Soit y' cette valeur parti- 
culière. On fera y=^y' -i^z^ et on aura 

Or par Thypotlièse on a di/ -{-{l^-^-qy' -\-rf/^^)dx = 0'^ donc 

dz-\-[{q-\-2ry')z-{^rz']dx=0, 

d'oïl Ton tire en intégrant 

1 

/ e rdic 

mais y^i--z-\-y\ donc 



2 = 



-JXq-V^ry') dx 

y=y +-/. 



/ - J\a-\-^ry') dx 

j e rdœ 



Soit par exemple 

Faisant y= ; on trouvera 

— 6+l+ai + ci* = 0, 



et de là 






donc y' = l — o — i 1/ — s — J - est une intégrale particulière, et 



a 

'dx 



comme on a 2=--, r^=zG, l'intégrale complète de l'équation proposée est 



y-y'2c-^y\~ 2c ] c ( -^- + . l, i ±ya-„,.i£è;/'^ 

c Ida: e ' -«- r ^ i ./ « 



et en ettectuant les intégrations, 



y-r'^c-±V\-2c-]--c\x^ ^,^ - ., 






oïl fc et (7 sont les constantes arbitraires dues aux intégrations. 

Quoiqu'on puisse, connue on vient de le voir, résoudre plusieurs cas en 
employant des substitutions convenables, il semble pourtant plus conmiode pour 
rintégration des équations différentielles de chercher le facteur par lequel Té- 



24 SUR L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE dy+(p + qfj + rfj*)dx=^i) etc. 

quatioii doit être multipliée pour devenir iutégrable. Soit z ce facteur, de 
sorte que l'équation 

zd!/-\-z(jj-{-qy^)dx = 

soit une dill'érentielle complète. On doit avoir, comme on sait, 

do; dy 

et en effectuant la différentiation, 
Soit 2; = e'", on aura 

Quoique cette équation en général ne soit pas moins difficile à résoudre que 
la proposée, elle peut néanmoins servir à découvrir plusieurs cas particuliers 
dans lesquels celle-ci est résoluble. 

Supposons par exemple que r = a log (a -|- /5 ?/) j où a est une quantité 
constante, et a et /? des fonctions de x seul. En substituant cette valeur 
de r ou obtiendra 

oîi a' = 'j- et (3^ = ~j • En multipliant par «-{-/??/ on aura 

aa' - app + (a/9' - 2a<i) y - {aftq + 2/?^) y * = 0, 
d'où 

. aa' — «/:?/> = 0, aft' — '■Àaq = 0, 07% -\- 2ftq = 0. 

La dernière équation donne a= — 2, et en substituant cette valeur dans les 
deux autres équations, on obtiendra 

Si de ces deux équations on tirait a et ft en p et 3, on parviendrait à luie 
équation différentielle du second ordre; mais on trouve pz^etq= — ' ; 
si donc ces deux conditions ont lieu, on a r= — 2 log (a -|- /J//) , et par suite 



Il suit de là que Téquation différentielle 
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peut être intégrée, et que le facteur qui la rend intégrable est 7 \ ^ \ 2~' 
L'intégrale sera 

c'est-à-dire 

Pour trouver fx^ il faut différentier, ce qui donnera 

mais dy == ^— — ncJLz c?x, donc 

/•V _L «'jg + «<y + 2/^i^ 'j^ _ ««' - A^'y * _ ,) 

/ ^ i- ^* (a + /ï_y)* a,;; („ + ^^y — "' 

d'où eu réduisant, 

L'intégrale de l'équation 

sera donc • 

1 r S' 

d'où l'on tire 

a , 1 



^ ^'(^-I»^"^ 



Supposons ft' = a=^ -, , on aura 



dy+iZÏT-f]dx=o, 



dp I 



Voy. Memorie délia società Italiana t. III, p. 236. 
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V. 



SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE Q^ ^8)di/ + (p-\-qi/ + rif^)iLc = 0. 



Cette équation peut toujoui's être réduite à la fonne 

zdz-[~{P-^Qz)dx = 0. 

A cet effet je pose y=:a-^(iz] donc dy==da-\-i3dz-\-zdji] donc en sub- 
stituant: 

ou bien 

f z 4- -^tl. \ dz 4- ( ^ + ^)^ + ( p + g« + ^« ')^ 

Pour que cette équation soit de la forme zdZ'^{P-\-Qz)dx = 0^ on doit 
avoir les deux équations suivantes: 



^+i-=0, et rcie + ^=0, 



donc 



%frdz 



^ frdx 



P=i[p — ?« 4" ^^*) ^ 7 Ç = 9. — 2r5 



dx 



frdx 



Si donc dans Téquation {!/-{- s) dy-^{2)-\-qf/-\-ry^)dx = 0^ au lieu de 
y on met a -)- /fe = — s-\-z e""-' '^^ , on obtient 



SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE (y -^ s) dy + (p -^ qy -f- ry«) dx = 0. 
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zdz -\- (p — qs '^rs^)e H~ 2 — 2r5 — ■;r"'^ 2; 



dx = 0' 



Donc, si cette équation est résoluble, celle-là Test de même. Cela a lieu si 



ou bien si 



ds 



a-^rs- -r- = 0. 



Dans le premier cas on a 



dx 



ds \ frdx 



e?z_|_ 2_2rs— -r- e-' da; = 0, 



dx 



d'où 



/( 



frdx 



dx\ 



et dans le second cas 



zdz -|- (p — 2^ "h ^^*) ^ cfe = 0, 



•/•^^^_ 



d'où 



2=1/2 /(g^^ — ^ — r5^) e*-' '''^ cir . 

L'équation dififérentielle ' 

{y-]rs)dy'^{qs — rs*-^qy^ry^)dœ = Q 

a donc pour intégrale 



et celle-ci: 



y=-s+e-^-^([ 



frdx 



dx] 



ds 



(.y + •") <(y + p+[ 2^«+ tiji^'^^J 



8 



<7x=:0 



a pour intégrale 



y= — 5 + 



-/rcte 



l/'^'( 



, I C? U.JU0 

dx 



On peut aussi donner une autre forme à l'équation 

zdz^{P-\-Qz)dx = 0. 
En mettant .y-|-« au lieu de z on a 

c'est-à-dire 



28 SUR L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE (y + e) dy + (p + qy + ry*) dx^ <i. 

En posant maintenant 

Qdx -[- cZa = 0, ou a = — iQdx^ 
on aura 

{y-fQdx)dyJ^Pdx = 0, 
et en faisant — / Qdx = R et par conséquent Q= — . - ? 

{y + lt)dy-\-Pdx = 0, d'où dy-{---^-^jdx=0. 

Sî l'on fait Pdxz=dv^ on a 

dv-\-{y+fv)dy = 0. 

Je vais maintenant chercher le focteur qui rend l'équation 
une différentielle complète. Soit z ce facteur, on aura 

d{zy) _ d [z{p + qy)]_ 
dx dy ' 

OU bien 



Soît z^=ze\ on aura 



y^-ip+vj)^^-^=^- 



dz dr dz dr 

dx iLr dy dy 



Donc 

y-^-ip-\-qy)-!{,-<i=o. 

Supposons r = a-\-(3yj on aura 

c'est-à-dîre 
On en tire • 

et par conséquent 

/?= — c, a= — cfqdx^ — ep-\-q = 0. 

Le facteur cherché sera donc 
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Soit maintenant r = a-\-(iy -^/y^j on aura 
donc en développant 

On en conclut 

d'où 

a = 2c idxiq I qdx -\-p) = 2c.lqdxlqdx — \~j'~~' 
L'équation deviendra donc 



^^^^-2^^.^+^^^^ = ^' 



et la facteur sera e*", où 



= 2c fqdxlqdx — / -j 1- 2cy jqdx -\- cy*. 



Faisant q=l et écrivant — c au lieu de 2c, on a ~ — = - — et 



y^y+(^^+y]^'^=^'^ 



et le facteur deviendra 







1 - J, («+»+«)' 
e 



Lorsque a = 0, on a 

y% + (y + -^-)^^=«. 

et le facteur sera -- e ^ . L'intégrale sera donc 



ou bien 



1 r -.1 '» + ')' ; , , rt 
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- 4-(yH-*)' 



Jye * dy-{-Fx = 0. 

Supposons en général 

on aura en différentiant successivement par rapport à x et à y: 

dr _da_. rfa, , «fa* , , dm . , ■ ^«« 

En substituant ces valeurs dans l'équation 
et réduisant, on obtiendra 

+ (%'-(«-2)2«.-«-(«-l)/^«-.)y"-*+--- 

h ( lî/ — 2ga* — 3;ja, j y* + j ^^^- — ^«1 — 2i>a, j y — g — pa, = 0. 

On a donc les équations 

ÎG ~ ' "rfjr «2««=0, ^ — (n — 1) 5«^., — npa, = etc., 

"X' ~ ^î"« ~ 3/)a,=0, -^ — ça, — 2/)a, = 0, q-^pa^ = 0. 

Voilà w-|-2 équations, mais comme le nombre des quantités inconnues n'est 
que w-f-l, il restera après l'élimination de celles-ci, entre p et q une équa- 
tion do condition, qui par conséquent doit avoir lieu pour que le facteur 
puisse avoir la fonne supposée. En intégi*ant on aura 

^n-%={n—2)fa^,.,^qdx-\-{n— l)J'a^_,j)dx, . . . 
a^_^ = {n — m-\-l)fa^_^^,qdx-\-{n — m-^2)fa„_^^^pdx, ... 

ai = 2 I a^qdx-\-?t I a^pdx^ a = 1 a^qdx-{'2 1 a^pdx^ gr-|-^>a, ==0, 

ou bien 

«^ = <î, a^_^z=z7ir fqdx^ «^^=w(w — l)e jqdx j qdx -\- url pdx^ 
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a»_3 =: w (n — 1) (n — 2) c /r/c/x Iqdxlqdx '-\-n(n — 2) c jqdx Ipdx 

-f-n(n — Vjclpdx Iqdx etc. 
Soit par exemple /i = 3, on aura 

a3=:c, a^^Sclijdx^ ai = 6c Iqdx lijdx-^-Sc Ipdx^ 

a=-6c Iqdxlqdx lqdx-\-?ic jqdx jpdx-^-Gc jpdx fqdx. 

L'équation de condition deviendra donc 

q -\-6cp Iqdx Iqdx -|- Sep jpdx = 0. 

€ln , d^ 

o ., 1 dr Ibc'^^'^ dr (i , 

boit r = — p-r-, on a -t-=- z — , . .^ ^ /- =— ? — r^r^; oi^ aura donc 

/da . d^ \ 

-^y [-d^ + - d.y) . /t?(p + yy) _^_o 

d'où en réduisant 



^if +/^*'^)+^(£-/^2+2«/Î2) + «*<i-/5i> = 0; 



donc 



donc 



et par suite 

Si l'on fait q = — a% j i ^^^ aura 
d'oïl l'on tire successivement 



32 



SUR L'EQUATION UIFFÉRENTIELLK ig + ')dg + (p + '/» -p 'V*) dx = 0. 



{C,3'-\-iyq-(ip=Q, p 



_n „_(^'.^* + 0'7. 



1 



mais /?= ^' , donc 

jqdx 



((/î'^)*+OV'^- 



On rendra donc Tëquatiou 



dx = 



intégrable en la multipliant par le facteur e "+''*, où 
Faisant 2=1 on aura 



et le facteur deviendra e 



(x4-«>- 



Si « = et C=aj on a 



s/''y+("!+T+i^+^)^=^' 



et le facteur sera 


e--* 


• 








Supposons maintenant r alog(a 


+/*i^), 


on aura 






dr 

dy 


lia , a,3 
" rfx + "^ rfx 


dr 


. ".* . 




a + /*y 


' a + A^ ' 


par 


conséquent 











\ " -rfx + "^ rf. f , , \ "'^ . ft 



et en réduisant 



rf,y 



donc 



y* ^ ,/!r + ^ ( " !/" "" "'*^ — /*5 ) — "i''^ — «3 = 0; 
''f^ = 0, a ]J^ — o,?3 — ,?7 = 0, a/»,? + i^ = 0; 



donc 



,,=,, „=(!!jLllry;,./., „o^+^«+^»)%,7<>=o, p=- ^t^qfqdx. 



suit L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE (y -{- s) dy + ( p -\- qy + ry*) tfa =* 0. 33 

L'équatîuii deviendra donc 

ydy— ( ^^'-^T- qjqdx — (^y j^^ = 0, 

et le facteur sera 

Soit 2=1, on aura 

ydij — a (^ "I" ^) — y uic=:(), et le facteur sera M^^— (x -j- i) -|- 2/ ; 
mais réquation étant homogène, la résolution ne présente aucune difficulté. 
Soit ensuite ^• = a^log(y-[-a)-[-a'log(y-|"«0; donc 



da f da' 

da; y + a "■" y + a' ' di/ ^ + a ' y + « 

c2nt 



a — 

yW.'t^ + :.. i^'t — (p + <iy) ..!:. + ..1^' I — 2 = o; 



donc eu réduisant 

— p (aa' -\- a' a) — qaa = 0. 
On aura donc les trois équations suivantes 

""' i + "'" '<ir ~ (" + "')-/' ~ ^ (""' + «'« + « + «') = 0, 

La première équation donne 

aa -\- a! a' ^=i{a-\-a' -\-V) 1 qdx; 



don(; 



(a + a'+l)fqd.e — aa { . , 1 + a\ 1' , a 



En substituant cette valeur dans la seconde et la troisième équation on ob- 
tiendra 
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SCK L'£QL'ATION DIFFEBFKTIKLLE <f -i- *idg + < p ^ qy -j- n'i ^ »i>- 



' l«-rJ(i4-«;J./2<^— ^«J -^+«((«'+«+1)2— «^5:^)— («+«')i> 



-/^«+i;(i + -ï-)/î/<^^-(« + i)^«+(«' + i)«" 



= 0, 



OU bien 



+ «[(«- 4-»+l)./+î((a+l)-J-(a'+l))] -(<. + «■)/ 



et 



Soit a-|-a' = 0, ou a' = — a, on aura 



a 



=0. 



luJ'^'^-^"'^- '^î/î^^O' 



donc 



/•/ »• I Cet éi » 



fi+1 



et en intégrant 



^/jp • ^ Jqdx a ^ ' 



« == e le iidx'^ 



a 



qdx /* qdx 



or jXic' = '°^ (y tf ^); ^«"« 



o 



c'est-à-dire 



a fqdx ' 



(a+l)[C+H/7^^)1 a+1 /• , , ^ 

a qdx 2a J ^ ' /^(i(jr 



OU bien 



[lonc 



i j'qd, 



;«■ 



a 



«'-ili- 



i-)/î''-+ 



niauitenant ou a 



fqdx ' 



/^= — 



^aa q 

(m' 4- a'a Itfqdx 



{M+fik)'---r(f'"^y] 



SUR L'KQOATION DIFFERENTIELLE (» + ») rf» + f 1> + î» + ry») <fa = 0. 
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Il suit de là que l'équation 



= 



devient intégrable quand on la multiplie par le facteur 

y 4- \!qàx + i -- + ^J^dx \ "" 



J qdx 



y + ih^'^ + Th — -^h"^ 



Jqdx 



En faisant q=lj l'équation deviendra 



y% + 



a' 



AiX 



' a? / a* 



+y[c7a: = 0, 



et le facteur sera 



V+:('-i)+*r 



f)* 



VI. 



DETERMINATION D'UNE FONCTION AU MOYEN D'UNE EQUATION QUI 

NE CONTIENT QU'UNE SEULE VARIABLE. 



1. 

Xia fonction fx étant donnée, trouver la fonction <fx par l'équation 

Soit X = 'ifiy et fx = ^ (y -}- 1) , on aura 

ou bien 

c'est-à-dire » 

donc en intégrant 

où x?/ désigne une fonction périodique quelconque de ;/, de sorte que 

Or tfty = x, d'où l'on tire y = 'ifix, et par conséquent 

(1) (px = '^x-\-xi'^^)- 

Il s'agit maintenant de trouver la fonction 'tpx. Cela se fait connue il suit. 
On a a; = ynj et fx = if>(]/ -\- 1); donc 

(2) ^>(j,-\-\)=frf>y. 



DÉTERMINATION D'UNE FONCTION etc. 37 

Voilà une équation aux dîflFérences finies, d'oîi Von tire i/^y, et cette fonction 

étant connue, on a 

x=ipj/ d'où yz=z'\px. 

Par ce qui précède on voit que le problème est toujours résoluble, et qu'il 

a même une infinité de solutions. 

« 

Supposons par exemple ya: = x% l'équation (2) deviendra 
En mettant ici successivement y-|-l, y-}- 2, etc. à la place de y^ on aura 

v(y+2)=[^(y+i)]-=(v'y)"', 

et en général 

En faisant ?/ = et i^(0) = a, on a t//ir = a"*, et par suite i//?/i=a"''; or 
mi =: x: donc a" ^ = x. d'où w* = ^ ' ? et 



[l(mc 



log log 0? — \og log a 

^ log n ' 

, log log .r — log log a 

U/X — - 



log n 

L'équation (1) deviendra donc 



log log X — log log a ^^ I log log .r — log log a \ 

^ log n "^ ^ \ h)g ft I 



ce qui donne la fonction cherchée. 

Si l'on met a:* au lieu de x, on aura 



/ «\ loff log .r*» — loor log a , 



' log log .r*» — log log « 



logw 



log M 

log ?i -|- log log .r — log log a . / log n -|- log log ;c — log log n 

log ît r A ^ 1^^ ^^ 

— 1 4_ ^^'^ ^^^? '^ ~ ^^^ '"^ ^' _L y (l _i_ '^^^ '*^^' '^ "". ^^^^ log: « ] _ j I 

' log M I A^ "T i^>g;, j ~r r • 

La fonction a donc la propriété denuvndée. Le cas le plus simple est celui 
où ^y = et a = p^ logr? étant=l; on aura alors 

log log .r log log .r , - log log .r" 

(fX= . , et , -|- 1 mi 

' log H log li ' log n 



8 H DÉTERMINATION D'UNK FONCTION etc. 

2. 
Considérons en général Téqiiation 

oh Fj f et t// sont des fonctions données, et oîi Ton cherche la fonction tf. 

^o\t fx=^y^ et yjx = yt^^j Téquation devient 

F{x,(py,,(p7j,^,) = Q. 

Soit (pyf = n^^ on aura (py^^^=zu^:^^^ et par conséquent 

F{x,u,,u,^^) = 0. 

De l'équation fx=zy^ on déduit x=i'fy^'^ donc en substituant cette valeur 
dans réquation \px=iy^^y^ on obtient 

(1) 2/1+1 = v^(7i/0- 

De cette équation on tire y^, et par conséquent aussi x^=^'fy^^ en fonction de /. 
Cette valeur étant substituée dans l'équation F (x^u^^u^^^=.^^ donne 

(2) F(:fy,,u,,u,^,) = 0. 

De cette équation on tire t^^ = d^ = y(yj. Faisant y^ = ^^ on trouvera 
t=z^y^'^ donc enfin 

Exemple. Trouver la fonction (p détenninée par l'éqnation 

{(pxy = <p{2x)-\-2. 
Soit ^x = ii, = (pj/„ et <p[2x) = u,^.^ = (p{i/,^i), on ausa 



On en tire 



Supposons 



«<+i = w,'' — 2. 

1 



tt, = o-|- 



a 



donc 



« I 1 



a 






a^ 



et en général 



55*-l , 1 



a' 
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Ayant x^=yf et 2x=:iji^ij on a y^^^=i2y^^ d'oîi Ton tire 
donc 

c 



Cette valeur étant substituée dans l'équation 



it— 1 1 ,_2<— 1 

) 

donne 

X X /l\x /l\--x 

yu; = a*' -|- rt "^ = la M -}- U '^ 

ou bien 

(px = b'-{-b~'. 
On a en effet 

(i- _|_ b--y = h'' + i-*' + 2. 



vn. 



PKOI'KIKTI-^ KK>IAIK^i:ABLt> DE L.V F<.>NlTH»X j-.^t DETEK31INÉE PAK 

I/KQCATIOX /y d>j — dx^i (a-y a,— y ï^— y .77 i^-u =•». /y ÉTANT UXE 

FOXrrriOX QUELCONQUE DE y QUI NE DEMENT PA> NX'LLE UU INHNIE 



Soit [Hiiir H}mt'/f'T {a — .y)'^ii — //j • • • '^'. — ^' = t''y, on aura 

</y 1 , , 

//r /y ' -^ 

fin rlitti'n?iitiaftt on anra nn résnltat de la tonne 

d^ff _ P dy _ P 

dj-i > f/y dj^ /y ' 

oîi /' e.Ht une fonction qui ne devient pas infinie lorsque it'y=0. En difFé- 
rentiant rie nouveau, on aura 



le xuhw 



.U^—^' dx— fy »'/'^' 



//./•* "' |/,/,y ^/or ' /y ' dx'-' * rZ.«r /y '"•^^ 

et(î. 

oîi /', /',, /',, /'i ete. Hont rhî.s fonctîoiiH de y qui ne deviennent pas infî 
nies lorsque; \\nj - 0, 



PROPRIÉTÉS REMARQCABLES DE I.A FONCTION etc. 41 

Cela posé, considérons l'équation 

(p{x-\-v)=zy-^v*Q^-\-v*Q^-\-v'Q^-\ 

où Çi, Çg, Çj, Q^ etc. sont des fonctions qui ne deviennent pas infinies 
lorsque xpy=:0. Supposons que y ait une valeur qui rende xpy égale à 
zéro, par exemple y = a^ on aura 

Çî? Qai 6^^- sont ici des constantes, et a est la valeur de x qui répond à 
yz=:a^ et qui est déterminée par l'expression 

J ^n>y 

La fonction (p(a-\-v) est donc une fonction paire de v. On a par consé- 
quent 

{p{a-\-v) = (p{a — v), 

d'où l'on déduit, en mettant a — v au lieu de «?, 

ip (2a — v) = (fv. 
Cela posé, on a de même 

ç)(2ai — v) = (pv^ 



en 



désignant par a^ l'expression / > ^, donc aussi 

J y^y 



(p{2a — v) = y (2aj — v)j 

d'oïl Ton tire, en mettant 2a j — v au lieu de t;, 

(f (2a — 2ai-\-v) = (pv^ 

ce qid nous montre que la fonction (p est périodique. De là on dédidt en- 
suite sans peine 

(p[±2n{a — tti) -[- ^] = (p^^ 

n étant un nombre entier quelconque. 

On a de la même manière- 

(p\±2n(a — a^-\-v\=z ipv^ 

donc 

(p[±2n{a — aj -f- 1;] = y [± 2n^ (a — a^) -j- v\ 

OU 

(p\v±2n{a — al)±27^l(a — a^)'\=iKpv. 
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Kii ;r^ii<?ral on aura 

ffr = if [c ~ 2n(a — tti) '{-2n^{a — a^)-\-2n^{a — a^) -] \-2n„_^{a — a^)], 

/#, fil. n^ etc. étant des nombres quelconques entiers positifs ou négatifs. 
Ou bien 

(fv = (p{v-\-2na-^2nia,-lf'2n^a^-\- \-2n^a^), 

où /^-{-^l + ^2+ • • • +^m = 0. 
Si Ton suppose que (pk = 0^ on aura, en faisant z; = fc, 

(p{k-\-2na'-\-2niai'-\- • • • -}-2n„a„) r=^(). 
i)u peut donc trouver une infinité de solutions de l'équation 

savoir 

x=zk^2 {7îa-{"n,a^-^ \-n„a^), 

où 7^-|-7^^-|-7^J,-|- • • • -|-w^ = (). 
On peut aussi trouver une infinité de valeurs de x qui rendent (fx 
infinie. En ettet il suffit pour cela de changer y en dans l'équation 

z 






et de chercher ensuite par la méthode précédente les valeurs de x qui ren- 
dent Zzi^O. 

Pour éclaircir ce qui précède je donnerai un exemple. Soit fyz=z\^ 
^Z/=l— Z^' = (I— Z/)(l+//)7 on aura 



"^ i^ arc sm ii , 



X -- 

donc 

y =1 sin u: = cpx. 

Dans cet exemple on a a=l, a^^i^ — 1, «z:^ , «i=:z= — on a donc 

(/) (.7 — w) = </)r, f/)i' r^ <f' {o ± 2h.7), = y (+ m.t). 



vm. 



/ / 



SUR UNE PROPRIETE REMARQUABLE D'UNE CLASSE TRES ETENDUE DE 

FONCTIONS TRANSCENDANTES. 



Soit y une fonction de x, détenninée par l'ëqnation 

= », + »*, 

s et i éttint deux fonctions entières de x. Soit de même 

frj/dx = iv}j, 
on aura en dîflFérentiant 

/ (U . , (Iv \ , .du 

or t , = — .s7/, donc 

Cela posé, soit v=: , on aura 

dt 

œ — a (.r — a y 

OU, en faisant iz=zcpx et sz=zfx^ 

q)' X — fx (fx 

6* 



w — a (x — ay 



% f 



44 SUR UNE PROPRIETE REMARQUABLE D'UNE CLASSE TRES ETENDUE etc. 

Or on voit sans peine que 

w'x-fx (t'a-fa , „ /•/ I w'*'a-f"a , . , (p^^a-f^'a . x , , 

donc on aura 

y = S"" t _|_i? 

(x — a)* A' — a ' ' 

d'oîi Ton tîre, en nmltîplîant par //r/x et intégrant, 

vty = - <paj^-^-, -fo'ji'^^ ^fBydx. 

Cela posé, soit 2 = / "^ -, on aura en dîfférentiant 

(la J (x — ay 

donc en substituant 

viy= — (fja ^^ —fa.z-\-JHydx. 

Soit z = qi)^ on aura en substituant 
Soit 



<1P^^£ +/«-î = 05 



on aura en faisant yz=i\ffx^ 



dp 



donc 



«m 

donc 



</ = V/rt, JRydx — ^^'^''^ = (pa. 

J J fjpa . i/'a J i/^a . ffa x — a 



,-v l Cxîtx.dx f da rrB.ilKT , , 

(1) , /- —xffx.ipxl. . =// , c/a;rfa, 

^ ^ ifta J X — a ^ j iP' — 'V V^^* T'^* J J y^ • V'^ 



OÙ l'on a 



i2=^9)''«-/'«+a<P"'«-i/"«)(*-«)+(2.V""«-2!3/"'«)(^-«)* + ---- 

IjC second membre de l'équation (1) peut toujours, comme on le voit, 
être développé en plusieui-s tenues de la fonne: 



f » 



SUU UNE PBOP&UËTË REMARQUABLE D^UNE CLASSE TRES ÉTENDUE otc. 45 

Eti faisant 

il est facile de trouver 

on aura donc la fomnile générale: 

.... 1 Cxïix.dv r da 

(2) / WX.WX I y ^ ; 

^ ^ y^fa j X — a ^ ^ J {a — x)q>a.ijfa 

Il faut remarquer que les intégrales par rapport à x doivent être prises de- 
puis une valeur de x qui réduit à zéro la fonction y/x.(pXj et celles par 
rapport à a depuis une valeur de cette variable qui réduit à zéro la fonc- 
tion — -• 

il*a 

La fonction j/ = tpx étant déterminée pur Téquation 

y.fx-\-(px-f^ =0, 
il est clair qu'on a 

J tfX 

donc y est de la fonne 

ef 

m, m,, etc. étant des nombres positifs moindre que l'unité, p est une fonc- 
tion rationnelle, qui s'évanouit lorsque tous les facteurs de (px sont inégaux, 
si en même temps le degré de fx est moindre que celui de (px. 
^ Supposons maintenant qu'on prenne les intégrales entre deux limites de 
x qui rendent égale à zéix) la fonction (px.yjXj on aura 

Si l'on donne de même à a une valeur telle que - - devienne égal à zéro, 
on aura 



^' dx 






l/Vi 



46 SUR UNE PUOPRIÉTÉ REMARQUABLE D'UNE CLASSE TRES ETENDUE otc. 

11 y a un cas remarquable qu'il est important de considérer à part, 
savoir celui où 

on a alors 

1 

donc 

<h 1 y''^ 

L'équation V-f-'c-^^^ , =0 devient donc 

donc 

L'équation (2) devient dans ce cas: 

J (.r— a)V^.r J (a— .r)y^a w+w+^J y^^' J l/f/>a 

Pour vérifier cette formule dans un cas particulier, soit {fx=l — x^j 
on aura a=l, «1 = 0, «^^^ — 1? 

' j (.r_rt)Vl— .r« ' j (a_,T)yi_ai! ' 

ce (jui est vrai, car on a 






X^ 



dx 1 , ax — l + iï—a^il^i 

= loo" — 

(.r_a)yi— .r^ 2yi-//^ " «,r— 1 — yi_«2yi— .r-' 



— loo' 



fa*Z 



(,,_.r)yi-a» 2V\—.T^ '^ a.r — 1 - Vl _r/.^yi_.,^ 

Si Ton fait (fx=:{l — x^){l — c^^^)^ on a a=l, «i = 0, «2= — (^ 4~'^**)i 
«3 = 0, «4=1^0", donc 

'^ ^^ V(*-«)V(i-.i--)(i-''*.'^) '^ '^ '';(rt-.r)y(i-«*)(i-c««=î) 



n* 



j i/(i-.«*)(i-V*.r*) j y(i-a») (i-c V) ~ '^ j y(i-.«^)(i-^>«"^^ J i/(i-««)(ï: 



')(1 -/-•=' a*) 

(^ette foiinule contient implicitement les propiiétés remarquables des fonc- 
tions elliptiques que M. Legetulre a doinu'es dans ses Ex. de cale. int. t. 1. 
p. 134 et sq. 



IX. 



/ r 



EXTENSION DE LA THEORIE PRECEDENTE. 



Soit ij une fonction qnl satisfasse à l'équation 

( J ) ^ .v/ + ., -^;^ + ., ^^^ + . . . + 6-„ ^^;j: , 

iS, .Sj, .*?2 . . . étant des fonctions entières de x. 
Soit de même 

y '•^^•^ = ^'^ + «. ,i + • • • -f '•.-. .,,,.-•; + '*•- ,/,„-( • 

ou aura eu différeiitiaiit : 

or 

donc on aura en substituant et égalant ensuite à zéro les divers coefticiens 



— /• =:sf 



V =i=.V,/ 



''l ^-^^%^ 



dx ' 
dvx 



/.c ' 






48 EXTENSION DE LA THEOUIE PRÉCÉDENTE. 



De là on tire aisément 



^(v+iO I ^^*(v+20 



(2) 



— • • • > 



dx ~^ dx^ " dx^"^ dx^ 



1 

Cela posé, soit t=i , et supposons que 



8 

X — a 



si = -^— 4- IL 



s- *' 



(3) / v=/_!^+i»;„ 



* w— 1 






X — a 

8' 

X — a 



^J=-'^^ +^«^ 



s'^ s\j s\ etc. étant des constantes et iZ, li^^ li^.,. des fonctions entières 
de x; il est clair que s' ^ est la même fonction de a que s^ Test de x. En 
différentiant on trouvera 

donc la valeur de — r devient 

(4) -'•=.!« +(.:;v+''^'^(A^+--'+''^"+'\*--V^+^' 



en 


faisant 




- 


9- 


zli- 


dRi d^R^ ^ 
dx dx^ 






Cela 


posé 


soit 






2„ Tyrf^i? . 

J a a' 




on 


aura en différentiant 


pai 


' rapport à a, 
















dz 1* ydx 
(ta j (x — a)*' 
















iUl^ J v^ — 'v 





EXTENSION D£ LÀ THEORIE PRECEDENTE. 49 

or en multipliant la valeur de r par ydx et intégi'ant, on obtiendra 
en faisant pour abréger 

du d^ — ^u d^ — ^ t/ 

Ou a donc l'équation suivante en z 

y* dz d^ z d^ "* 

(fydx = s'z-{- s\ ^^ + *•'. ^^^, +...+,', ^: . 

Supposons maintenant qu'on connaisse l'intégrale complète de l'équation 
différentielle qui détermine la fonction y, et soit 

^/ = Ci^i-[-c,y,-f- (53^3-1 [-c^y^ 

cette intégrale. On trouvera aloi*s, comme on le voit sans peine, 

^ = y'tJPi ^ + y'iJPi da + y\Jpz da-\ h V'mjpm da, 

où y'^, est la même fonction de a que y^ l'est de x, et p^^ p2...des fonc- 
tions rationnelles de y\^ y\^ y\...Gt de leurs dérivées, et des fonctions entiè- 
res de x' 'h jifl/dx de la forme 



On a donc 



Quant aux quantités d,, dj, etc. on peut remarquer qu'elles sont déter- 
minées par les équations suivantes: 

— '^^i 6 -1- '^^'* d -4- '^"'^ Ô -^ k '^'^'*- 6 

"— </a ^»T^ du ^"^ .<a ""^ T^ c^ *'-' 



(7) 
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Les quantités d,, ô^, ôg . . . sont donc des fonctions de a seul. Pour 
appliquer ce qui précède, supposons m^=:\ et m = 2. 
1. Si 7/i= 1, on aura 

— 1 =y\ ^17 doîic ôi — — -, ; 



de même eu supposant Xq ^^ ^^ 

.r — a 



donc l'équation (6) deviendra 



c'est-à-dire 






la inenie équation que Téquation (1) du mémoire précédent. 
2. Si 7Wr=i2, on aura 

d'oh l'on tire 






Or des deux équations 



du- ^ 8\ da I 8'J*~^' 



OU tirera 



donc 



y* da^ y^ da^ ^s\y*~dâ y^ ,laj — ^'' 



du 



/:■: <^ 



y » d., y ' da ~ ' ' 



par consëquent 

On a de même 

;C = t;y + .S<;/J; 

(t iS'^tj 8 \ j ^ ^ I 71 et Jt ^ ^ 2 I T) 1 

or v=zsJ — \ ' z- -\-- " .^-\-lt. — , , et S2t= -f-Iia. donc 

' (Lv .r — a ' (.c — a)- ' * t/.^? ' * or — a ' *' 
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« 1 .y + « « 






iî, 






L'ëquatioii (C) deviendra donc dans ce cas 



Ç ydx 



y 



+ 






y 



—y 



+ 



-y 



'/ 



' „o r__da s' J •'. . df r dn 



y* 



da /:> , 

.^^.-«« y^ 

' ^yjï^-ây ' y^+y^yj (^^a- ' 



8 






y 









7 












e 



y\ 



on bien en faisant 



X = 



^.-''•.'A'jW' 



dx 



d^ 



X — a •" ("rf* — iiY ai — a •" (x — aY 



{x—aj 



et 









7* 



j ^ 1 -^^ — ' ■ j * i «^ — ' 
Si Ton àiipp>?e ^^^^z^O, .^^=:^M p.ar ^r=ix^ et x:=jrV «-n aun% la tonnule; 



Dîiii.s la fonnnle |Si on peut fidre j/ = |j*-^|^r — '^' 



7 



|i. _>^,i — t 



Soit 



ri \— — ■ — ~- !— . — ^ -*- • • • — — - ' >{*(X^ 



cfj, a^,..a^ étant des fonctions de a, cherehons s'il est |ï*>ssîMe de taire en 
.Horte qne z .satL* fasse à Téc^nation 

En diffërentiant l'expression de z par rapport à «, tm aani 
donc en snlMtitnant on obtient nne érpiation de la forme 
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OÙ 



da^ 



_ _ (^"i+y"^ '*"='+/'("i+ïv [M+yi«=' 



+ 1') 1 ''(S) 



.r — a 



(x — a) ^ Qc — ay 

[ig«.+ y(c^^-i + ^) ]rm ^ y^^ r(m4-_i) 

(a; — a)"» (,r — a)"' + ^ 



Or on a vu que 









on a donc les équations suivantes: 






Donc 



ou bien 



5'«_, + /?«« -4- / (««_! + '-^7 ) = ^» 



«'». + r«« = 0- 



rt 



n 



y 



§ 



a 



n + l 



cUi 



«„ = (î, + ea,^,--^ , 



«' 8 ■ 

en faisant pour abréger " = (^^ et — - == e. De là on tire 



donc 






Comme on a m ~{- 1 équations et w -|- 2 indétenninées, on peut faire e con- 
stant; alors on a 



«n=cJ,+*^..,-^f2:* +**«,. 
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11 est clair que a„ est de la fonne 
«« — ^^. + f<^«+i ^- 

+ ^ *.,. - 3.' i';*' + 3. ^-'f;;-- - %-■- + ■ ■ • • 

En faisant n = 0, on aura 



= â^f(y,— 



da 



+ 6 a- — 2f -. — h -,-^ 

+ 

Cette équation dëtemiine la fonction y* 

En substituant au lieu de J„ sa valeur " =:s\œ^ on aura une 

équation linéaire en w. 

Ayant ainsi trouvé toutes les inconnues, on a 

d'où l'on tirera la valeur de z. 



X. 
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Soit y une fonction algébrique quelconque détenniuée par l'équation 

(1) = « + «l^ + «2/H V^mV", 

a, «17 «2 . . . étant des fonctions entières de x. Soit de même 

(2) ^ = a + aiy']r<h}t'\r'hf'\ hS-.-iï/"'"'» 

q^ ?M ^h ^*^* ^t^ïi* J^^ fonctions entières de x et d'un nombre quelconque 
d'autres variables, savoir les coefficiens des divei'ses puissances- de x dans les 
fonctions q^ q^^ q^^ etc. Soient a, a^, a^, «3 . . . ces coefficiens. Cela posé, 
on peut tirer des deux équations (1) et (2) la fonction y exprimée rationnel- 
lement en a; et en a, a 1, a ^ etc. Soit r cette fonction, on aura 

(3) y = r. 

En substituant cette valeur de y dans Tune des équations (1) et (2), 
on aura une équation 

(4) s = 0, , 

S étant une fonction entière de x, a, Oj, a,.... 

Cette équation donne x en fonction des quantités a, a^, a^ etc. En 
dift'érentiant par rapport à ces quantité^j on aura 

dx ' ' 

la caractéristique d' étant uniquement relative aux quantités a, a,, a, etc. 
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De là on tire 



de 



dx 

et en multipliant par /[fj^ x), où f désigne une fonction rationnelle de j/ et x, 

(5) Mx)dx=-l^pd's, 

dx 

oîi on a mis r au lieu de y dans le second membre. On aura donc, en 
développant la différentielle rf'.s*, une équation de cette forme: 

(6) f{y^ x) dx =. (px .da-\-(p^x. da^ -j~ (p^x . da^ -]-•••? 

(fx^ (f^x etc. étant des fonctions rationnelles de x, a, a^, a^ etc. 

Cela posé, soient x,, x^, x^ . . , x^ les racines de l'équation s = 0; on 
aura, en substituant ces valeurs au lieu de x dans l'équation (6), n équa- 
tions semblables qui, ajoutées ensemble, donneront celle-ci: 

fdli, ^i) dx, -^fiy^, x^) dx^-{ \-fiyn, ^n) dx, 

= [(pxy -\- ipx^ + y ^3 H h 9^^»] da 

+ [^i^i + 9^1^» + 9^i^3 H h Vi^n] da, 

+ [<f^^i + ^2^2 + ^2^:3 H h Vt^n] da^ 

+ 

c'est-à-dire 

f(yi, ^i)d^i-]rfiy^^ x;)dx^-\ h/(ynj x,)dx, = lida-\-Ii,da,'^li^da^'\ , 

où i2, i?!, 7^8 ... sont, comme il est aisé de le voir, des fonctions rationnel- 
les de a, «1, a, . . . . 

Maintenant le premier membre de cette équation est une différentielle 
complète; le second membre est donc aussi immédiatement intégrable. En 
désignant donc 

I (li da -\- R, da, -\- B^ da^ -|~ ' ' ' ) 
par p, il est clair que (i est une fonction algébrique et logarithmique de 

Clf m (JL 1, LL u m • m a 

On aura donc, en intégrant et désignant //(y, x)dx par t/zx, 

(7) ^x,-\-%l)X^-]^xfJX^'\ \-xpx^ = C-\-{f. 

Cette équation exprime, comme on le voit, une propriété de la fonction 
xfjx^ qui en général est transcendante. 
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Les quantités x^^ x^^ a^ . . . x„ étant des fonctions dés variables indé- 
pendantes a., a^j Oj . • . , il est clair qu'en supposant que le nombre de ces 
variables est /t, ou peut regarder un nombre /i des quantités x^, «,, x^.. .x^ 
comme indétenninées, et les n — fi autres comme des fonctions de celles-ci. 
On peut trouver ces fonctions de la manière suivante. 

Soient Xj, £Cj, x^...x^ données, et faisons 

'P={X — X^) {X — Xg) {x — Xs)...{x — x^\ 
on aura, en divisant Téquation s = par j>, une équation 

dont les racines sont les quantités cp^+i, 2^^+27 ••• iï^«. 

Dans cette équation les coefficiens contiendront les quantités a, a^, «, 
• • '^V-iî îl f^u* donc exprimer ces quantités au moyen des quantités a^i, x^j x^ 
. . .x^. Cela peut se faire de la manière la plus facile en mettant dans Té- 
quation (2) au lieu de x successivement ic,, Xj, x^,..x^. En eifet, on ob- 
tiendra alors fi équations linéaires en a, «,, rt2...^y,_i qui serviront à les dé- 
terminer. En substituant ensuite ces valeurs dans Téquation «' = 0, on aura 
une équation du degré n — /i, dont tous les coefficiens sont des fonctions des 
quantités x^ x,, x^...x^] par cette équation on peut donc détenniner les 
fonctions x^+i, x^+2...x„. 

Il n'est pas difficile de se convaincre que, quel que soit le nombre //, 
on peut toujours faire en sorte que n — a devienne indépendant de u. Au 
moyen de l'équation (7) on peut donc exprimer la somme d'un nombre quel- 
conque de fonctions de la forme yjx par un nombre déterminé de fonctions 
de la même forme, savoir: 

en faisant 

On peut déterminer la constante en donnant à chacune des quantités 
x,, «2 . . . x^, une valeur 'particulière. Alors la foramle devient 

+ i/'z'i + tf>z\ -| 1- tffz\, 

en désignant par z'^ la valeur de z^ lorsqu'on donne aux variables x, , x,, . . . 
x^ le» valeurs x\, x\...x'^. 

Tome II. 8 
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Dans le cas où ,it est plus grand que v on peut trouver une foraiule 
beaucoup plus simple. En effet supposons qu'on ait entre les quantités 
iCi , x^ . . . x^ les relations suivantes : 

on aura aussi 

yjx.-^ipx^-] \-.ipx^ = c-^i}j 

ou bien 

Parmi les quantités Xi^ x^...x^^ fi — v sont des variables indépendantes, 
les autres sont des fonctions de celles-ci, déterminées par les équations (9). 
On peut donc faire 

(10) tfjx\^^ = 0^ yjx'y^^ = 0...yjx'^ = 0^ 

et alors on aura 

(11) v^xi-f-v^x,-] [-y^x^ = (f — (f'-i-y^x\-{-v^x'^-\ hv^V 

Les quantités x^^x^^ x^. . .x^ sont liées entre elles par les équations (9), 
mais comme ces équations contiennent ,t*--j-v indéterminées, savoir 

il est clair qu'on peut regarder les fi quantités x^, Xj, x^. . .x^ comme varia- 
bles. Les quantités x\j x\^ x\...x'y se déterminent par les équations (10). 
Pom* cela soit 

on aura les équations 

Cl (fi (X i^ X i^ , . , X ^j, Cg (p^ (p^ If X ^m , , X ^j, . • . Cy (fy \X i^ x ^ . , •X ^j 

Cl = (fi (Xi^ Xj . . . X^)^ Cj = (p^ (Xj, Xa . . . Xf^)^ . , . Cy =■ (py (Xiy Xj . . . X^), 

Or les équations (10) donnent 

X y^l = Pl , X y^2 ^^^ PHJ • • • ^ /« ^^ P/U—V] 

en substituant donc ces valeurs, on aura les v équations suivantes: 

q>i (Xiy Xg . . . x^) = (pi(x i^ X 2 . . ,x y^ pi^ p 2 • • • Pfi—y)i 

m 

if 2 (Xi , X3 . . . X^) = (p2(X ij X 2 ... X y, /ï, , IJ2 ' » » PfA-v) V 

^y (Xj, Xg . . . X^) = 9^y (3J 1 J X 2 ... X y, /Jj, /J2 . . . ljf^_y)j 

qui donnent les valeurs des quantités x\, x'^, x'3. . .x'y. 
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Ces équations sont très compliquées; il est plus simple d'employer la 
méthode suivante. 

En supposant dans Téquation (7) r^ = /^ -j- v et x^^i = c^, a;^+8 = ^, 
. . .x^ = Cyy cette équation deviendra 

où les quantités x^^ x^. . .x^ sont liées entre elles par les équations suivantes : 

(13) 0x^ = 0, ex^ = (y, 0x^ = 0, . . . 6x^ = 0, 

(14) dci=0, dc2=0, 0c^=Oj . . . ecy=0. 

Cela posé, si Ton fait Xi=x\^ X2 = x'i^ . . . Xy = x\j et x'y^i = ftjj 
^'y+2 = /5îij • • • ^'fA = ftf,-y^ oii aura 

y^x^-^yjx^-^-' . '■i'yjx^z=z(f — ç'-{^fx\-\-yjx\'^' . - +y^x\, 
où x\j x\ . , . x\ sont déterminés par les équationsi 

(15) Bx\ = % ex\ = 0, ex\=Q, . . . 0x'y = O, 

(16) 0(i, = 0, é>/î, = 0, e(3, = 0, . . . 0(3^_, = O, 

(17) dci=0, 0C2=Oj 0(^=0, ... ec^ = o. 

Désignons maintenant la fonction s par ô^x^ il est clair qu'on aura aussi 

e,x\=o,' e,/i,=o, 0,c,=o, 

pourvu que a, a^^ a^ . . . a^_i soient déterminés par les équations (16) et (17). 

On aura donc 

0^x = (x — x\)(x — x\){x — x\) . . . {x — x'y) 
X{x-(i,){x-(i,){x-(i,). . .(x-/?^..,) 
X (a: — Cl) (a: — c,) {x — c^) . . .{x — Cy). 
En divisant l'équation 0^x = par le produit 

{x — /i,){x — ft2)...{x — ft^_y){x — c,){x — (^)...{x — Cy\ 
on aura une équation du degi-é v dont les différentes racines sont les quan- 

ul Les X \ m •// a • • a X y. 

Dans ce qui précède il faut remarquer que si plusieurs des quantités 
/?!, (^2 etc. sont égales, par exemple si 

8* 
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on aura, au lieu des équations 
côllcs—ci * 

e,(i, = 0, e\ft, = 0, e\/3, = o, . . . <9r«A = o. 

La même chose a lieu, si quelques-unes des quantités Xj, x^...x^ sont 
égales entre elles. 

Ayant ainsi déterminé les quantités x\j x\j x\,..x'y en fonction de 
^n ^'« » C3 . . . Cy , il est clair qu'on peut regarder ces quantités comme des va- 
riables et détenninées par les équations (13) et (14). Les quantités x^^ x^. , .x^ 
deviennent alors indépendantes et x\^ x\. . . x'^ des fonctions de ces variables. 



Ajyplicaiion de la théorie précédente. 

Je vais maintenant éclaircir la théorie précédente par plusieurs exemples. 

Soit 

:^ a -j- a^y. 

Dans ce cas on a m=^\^ et par conséquent l'équation (2) devient 
(18) • = 2 = a -[- a^x -|~ a^^ H" * * ' "h «n-i^""^ -j- x"* =: 5, 

d'où Ton tire en diiférentiant 



ds^ «1 

dx 



En désignant donc lydx par i//x, Téquation (7) devient 



ou 



— ^P — j c/^,; ~r ././ -r ^/.^-H rds/i 

\ dx^ dx^ dx^ dxm j 



da 



(20) 



y dx^ tlx^ dxn j 



+ 



Jxj dx^ dxi 



1 
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Comme le nombre des variables 33^, x^^ Xq...x„ et celui des quantités 
a, a^j a^. . .û^«_i est le même, toutes les quantités x^, x^. . .x^ sont des va- 
riables indépendantes. 

De l'équation que nous venons de trouver, on peut déduire deux for- 
mules qui seront d'une grande utilité dans ces recherches. Soit d'abord 
y = ic*", on aura 

La fommle (20) deviendra donc 
en faisant pour abréger 

e^a?]^ cZsB, dx^ dxm 

Maintenant le premier membre de l'équation (21) peut s'exprimer par 
une fonction rationnelle et entière des quantités a, «i, a2...a„_i. En dési- 
gnant donc cette fonction par Qm-^-u il ^^^ clair qu'on aura 

p _ 1 ^<?«. + l 



En faisant 7?i = 0, ou aura 



dQi 



Or Qi=Xi-^x^-\-'Xq-\- - ' '-\-x^= — a„_i. La fonction Q^ ne contient 
donc que la variable (in-v On aura par conséquent 

P — OP — P — P — P — 1 

Soit maintenant y=z-— ^- , on aura 

^ (or— «)"•' 



Jy^^ = - ,^1 • (:;:z^-^^=v^^•^ 



donc 

»«— 1 \(.ri— a)"-! ^ (.r^ — a)"-* ' ' (■''»— «)"-> 

= / (P<«' J« + P'i> do, 4- P^:> <7a, + . • . + Pr '> da„_,) , 
eu faisant pour abréger 



G2 
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p(*) 



x\ 



x\ 



Si Ton fait 



on aura 



Zy I '.. _a I- • • • -I-— " 



(.ri — a)"-i ' Çxt — ay-^ ' I" (j-„ — a)«-i ^ *"-^' 



p(ik) î^ dQ' „,^i ^ 



m 



7AI — 1 dat 



Si m=l, cette équation devient illusoire; or dans ce cas on a 

I ydx = log (x — a), 
donc si Ton fait 

t = {x^ — a) {x^— a). .. (a:„— a) = (— 1)" (a -f- «i « + ^« "*H h ^«-i «"^* + "")? 



on aura 



p(*) — 



dt 

dak 



1 



a' 



a-|-«l«+ ^2 «* + ••• + ^n— 1 Ûf"~^ + Ûf** 



Dans réquatîon (20) la fonction (f est en général une fonction logarith- 
mique et algébrique, mais on peut toujours établir entre les quantités x^j x^ 
etc. des relations telles que cette quantité devienne égale à zéro. 

En effet soit 



on aura en diiférentiant 



donc 



= - utr -|- «1 (da -j- x da^ -[- x* da^ -|~ . . . -|- x'*~*cZ-a^_i), 
, a {(la -\- X dai -\- a^da^ + • • • + .r^"* da^^^^ 



dx 



et 



p étant en général une fonction entière, qui s'évanouit lorsque le degi-é de 
a est moindre que celui de «i. Dans ce cas on a donc 

(23) ipx^ -}- tpx^ -| — • -j- tpx„ = C. 

Les quantités x,, x,, a'3...ic^ sont liées entre elles par les équations 

fx 
a ^ a,x, 4- a^x\ ^ \- %_^x^'-' -f ^f = ' ' 
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fa- 

a -{- a,x^ -{- a^xl -\ \- a^_iX^-' + ^ï = -~ ' 

« + ^l-^'n+ «i^«H h %-l'<~^ + '< = ^' ' 

OÙ Ton a fait pour abréger 

a^ = (px, et — (J + J^ic-f Jax'H h<^n-iaî""')=/^. 

En faisant dans l'équation (23) x^=^x\^ x^=^x\ etc. on aura 

\\)x^'\'\\)x^-\ hV'^n^^/^^'i + V'^^H hV^^'«- 

Dans cette équation on peut regarder J, Jj etc. comme des variables; 
par conséquent on peut regarder Xi, x^^ ccg... comme des variables indépen- 
dantes, et faire en sorte que yjx\ = 0^ yjx\_^ = 0. . . . yjx'^^^ = 0. 

On aura donc la formule 

(24) yjx.-j-yjx^-l \- tpx,, = ipx\ + xpx\ -| 1- yjx'^. 

— = — log a:, 

^ V ^) -^ 1 ^ 2^ 3 • • • "^ |« + lî 

donc si Ton fait x\ = x\ = ' - ' = x'^^^=l^ on aura 

rw* ■ Hf n/* If* Ol* • 

^ 1 .t/j U/g .^3 , . . «t/^^.! ^ 

par conséquent 

logcci + logx,-] h%^/*+i = logG^i^2a;3. . .a^^+i), 

comme on sait. 

Soit maintenant a = 1 , «j = 1 -[- .x*, on aura 

ipx= — arc tang x, 
O = (J + <JiX, + (l+xî)(a4-a;0, 

= â-^â,x,-\-{} -\- xt) {a + X,), 
arc tang x^ ~|- arc tang Xa -}- arc tang Xg = C ; 

0:1X2X3= — (T — a; Xi-f-X2-f-^3 = — «; a;iX2-f-XiX3-}-XgX3 = fTi-f- 1; 
donc 
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Suit pcjiir (l(?terinîner C, Xj^x',, x^^ — x\j Xi = x\j un aura 
C'^arctaiigx',, x\-^x\{x',y=^â, 1 + (x',)* = - J,. 
De» deux dernières équations on tire, en éliminant x\j 

or les équations (25) donnent 

d Xi -|- .rg -|- .l'a — j*! .1*2 .r^ 

(îi 1 — .1^1 Jr^ — .ri .r^ — .v^ .rj 

donc en substituant on aura 

I > I . J^i ~f~ ^■* ~f~ «ra — «Cl x^ .Tj 

are tang Xj -}- arc tang Xa -[- arc tang Xj = arc tang . •--:•'-- 



I^our trouver la valeur de f/p, il faut, selon ce qu'on a vu, exprimer 
en fonction de a, a^ a^. . . des fonctions s^^nétriques de x^, x^. . .x^ de la forme 

/^i , Ai _, , A» . 

maïs comme cela est en général très laborieux par les méthodes ordinaires, 
je vaîs développer quelques fomiules qui sont d'une grande utilité dans ces 
recherches, et qu'on peut déduire de la théorie précédente. 

Soit, dans ce qui précède, y une fonction rationnelle /x, on aura w = 1, 
et par conséquent 

d'où Wm tirera en ditt'érentiant 

•^ if X *^ 

donc Téfiuation (20) deviendra 
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ffx^ . dxi -{-ffxi . dx^ -\-ff^ -dxt-] \-ff^n • <^« = (»7 oî» 



+ 






gpa:„ 



(p'Xn 



Cela posé, soit 

//x cfo: = i/;x -|- JS'-4. log (x — cî), 
on aura 

La quantité t/'aji -f- i/zx^ -[~ • • ' -f- V'^n ^* ^^^^ fonction symétrique de 
a^i, a:^, Xj . . . x^; on peut donc exprimer cette fonction par une fonction rationnelle 
de a, «1, a,. . .a„. Soit ^ cette fonction. La quantité {x^-'d){x^—d) . . .{x^—â) 

est la même chose que ( — 1)~ — ; on aura donc 



On 



d'où Ton tire 



(f =P + -2*4 (log ip$ — log a„) , 



^^=.^^j^:sA 



da 



da^ 



1 dqp(J 



1 e^„ 



on aura aussi 






da 



donc 



m 



a?«/^2 






Kf^n dp 



<pxn 



+ 



9' 



X, 



da„^ ^ 



1 d(fÔ 1 Ain 



or 



-j^ = (î'"', donc 



(26) 






• • • 



- <f^n _ _ d)^ 



_. :t jg» :^^'* 4. js" :^_ { 1 + 1) 



Le signe -f- * 1^®^? ^^ 7n = n^ et le signe — , si m<n. 
Si Ton fait m = 0, on aura 



Ai 1 Aj^ I 

Ç)'a?i "^ 9)'^2 



' q)'Xn da 



A 
cfd 



De Féquation (26) on tire aisément celle-ci 



(27) 



Fxi.fxi . Fxi.fxi . Fx^.fx^ , , Fx^.fx, 

H — T^jv. — I — 7^- — I r 



q>xi 



(p Xi 



(p a?3 



q>^n 
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où F{x) = ft+ft,x+i%j^ + ---+ii.^. 

En faisant fx = 1 , on aura tpx = x, donc 

■p = x,-\-x,-\-x,-\ |-a;.= _'^-l, ^ = 0; 

donc 

Il suit de là que 
28 V +4* +•••-[- ,"-=0, 

si m est moindre que n — 1 ; que 

(29) '] +'» H ^:-:- = >. 

et que 

(30) " : - + J>" -+•••+ .:^: = - ">;• • 



ç^j'i • ff.ri ' ' yj„ ti« 



Si Ton fait fx = A ^ ^^^ aura ^> = 0, -4=1, donc 

/Q-IN _^^'__ 1 ^'''* 4_ . . , _1_ ^'■'^" _ — '^" ^ '^ . 

De cette (kjuation on déduira, en ditférentiant m fois de suite par rap- 
port à â, 

(^9\ ^^•'^ _i_ _ ^''- 4- -1- ^•''' - = \ ''"(y*^* 

ou bien, en développant le second membre de cette équation, 

(33) (^ ^ ^"(9*^;,'»^, '^""'(r*^ <lFd^ . mO«-l)...(«;i) cZ-FJ '^-"(^^l 

Par exemple, si m = 1 , on aura 

Fx, . Fxt , , /->„ _ _ _ F'ô , ii'd . (f'd 



XI. 



f r 
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Soit 9)(x, y, z. . .) une fonction quelconque de plusieurs variables a;, y, 2. . . , 
on peut toujours trouver une fonction y(M, v, j? . . .) telle que 

(1) (pix^y^z.. .) =7e"'+»"+*+ -/(m, V, p...)du dv dp. 

Dans cette équation j'appellerai (p la fonction génératrice de f^ et f la déter- 
minante de ç), et je fei'ai usage des notations suivantes: 

.g. I <1P(«» y^ z---) = fgf{«, V, p...) 

!/(«» V, p...) = D<p{x, y, z...). 

m 

Cela posé, considérons d'abord les fonctions d'une seule variable, et soit 

(3) (px = I e''fv . dv^ 

on aura 

(4) 

Soit de même 



on aura 



donc 



fv =:Y)ipX. 

(px-{-(p^x =/e*' {fv -\-fiv) dv, 



D{(px-[-(p,x)=fv-[-fv', 

9* 
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or fv = J)(px^ f^v = T)(piXj donc 

T)((px -j- (f^x) = Y)(px -[- DffiX. 

On aura en général 

(5) D[(px -\- (p^x -{- (p^x -\- (p^x -\- ' • ')=^D(px-\-I>(piX'-\-D(p^X'-\-I>(p^x-\- 

donc aussi 



(6) 
(7) 



donc 
(8) 



D{a,(px) = aTL)<px, 

%(«/«^) = «•%/«• 
En mettant x-\-a au lieu de x, on aura 

Dy(a; + o)=:e""Dya5, 

fg (e- Dcpx) = (p(x-\-a)=fg (erfv). 

£n différentiant l'équation (3) on aura 



donc 



(9) 



fg (w/v) = fg {v D<px)= -J^ . 



De la même manière on aura, en différentiant l'équation (3) n fois de suite, 



donc 



(10) 



De même: 






(11) 



D ( jcpxcbf) = v^fv = t;~" Dy X, 

fg (v'^fv) = fg (v-^D^x) = jcpxcbf. 
En prenant la différence finie de l'équation (3) n fois de suite, on aura 

Jl tpx = fe'' (e'« — ly/v . dv, 
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en désignant par a la difféi'ence de a;; donc 



(12) 



On trouvera de la même manière 



(13) 



D [,i; z/-; //-:... cftp (x-f-/î)] =6-^0" (e-"— 1)" (e""' — 1)"' («••«'— 1)»' . . ./v, 
fg[e-/»tj-(e"«— l)"(e'"''_ l)»'(e-"'-_ l)»'. . ./«] = ^» ^^: J^:,., dy (» + /?). 

Soit en général 

(14) i^^^-, = A.,A^^lpl +^,„^£+î')+ . . . , 

on aura 

donc 

Soit 

(15) 

on aura 

(16) 

Soit de même 



(17) 



D {â(px)=rpv,fv = rpv.D(px^ 

D {â^cpx) = xp^v . l)y X, 
1) {S^<px) = iff^v . Dya;, 



on trouvera aisément - 

D (ââicpx) = xpv . %v.Jv^ 

et en général 

I){â''(px) = {tpvY.Ï)(px, 

D ((^"(îï'cyj'. . .â;,f^(px)={rpvy{ip,vY^{xp^vY\ ..{\fj^vyt^\)(fx, 



(18) 
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SnppofïOTw par exemple r^Ti'':a veTiTIle i»rvrl«:r^er iç -r — c 'ïuîvajit les 
coefficieiw di^erentîeL* dcr y-r. La •irrîremiiiijjiîe de (f u — a est €^f*:^ 

et cell-î d<î -y-^~ sera r"/',*. Il *'ajît <i« ne sctilrnierj <ic -ieveùipper >>'' en ter- 
mes de la tomie -!,».•"; or on a 



^ -r '*'' -r n^ "* ~ 17173 '^ L.f.3 



«'* = 1 -r- m -i— ^ — ^ ff^ — ^ — ^ cr* — - — ^^- c' 



donc 

En prenant la fonction génératrice de chai^ue nienibre de cette éij^Tiatît'O, on 
aara^ en remarquant que îg^e Jr'. =if j--p-c • et tjr f^j'r,z=i — .-^ • 

comme on sait. 

^fuppo.sjns en jrénéral qu'«m ait une relation queîo^n^^ue encre plu:^ieu^s 
fonirtions de la forme H*f\ i/\r, . . . etc.* ct>mp'î?ée de termes de la ^^mie 

et riésîa:n< in.^ cette relation par 

(19) -^'J^.,. ._..,^ («/•'••' -ï/''-! •• ...u'''-^ '- = 0. 

En multipliant par yV et prenant la fonction jrénénurice, ««u auni 

c'ertt-a-dire 

(20., ^A^„^,_ ,j'â: ct;'...iT:-yx=o. 

^Jette équation exprimera une relation générale entre les différentes i'jH.'ra- 
tion.H in<iiquées par les lettres iT, â^^ â^^ 

PnMhne L Soit difx = y « r -[- «r» -|~ a yx, et pa>jH.»s<ins-n« «il^ « le déve- 
lopper ft'^ifx en termes de la iî>rme -:i, y • x -j- /wtî ». \jx docennînante do 
ffir-^tt) étant ^ "/'*• ^^ celle de ifx^fi\ il est clair que 
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I>â(px=:{e''''-\-a)fv, 
donc 

D â'^cpx = {e'"' -|- ayfv\ 

ayant de nienic \)(p{x-\-7na) = e'''""fvj il faut développer («*'"-[- ^)" suivant 
les puissances de e"""; oi* on a 

(a -j- e-)» =z= a» + na»"^ e^« + n(n_-l) ^„_, ^,,„ _j ^ 

donc 

on a aussi 

donc 

{J" y x = y (x -|- na) -|- wa q? [x -[- (^ — 1) ^] H — ^ — a* y [x -|- (w — 2) a] -|- • • ' 
En faisant a= — 1, on a (y^" (px = J^ipx^ donc .^ 

.dl (px = (p(x-\- na) — n(p[x-\-{n — 1) «] H ^- — <p[X'{-(n — 2) a] — • • • • 

Problème IL Soit â(px = (p{x-[-a)-^a(px^ âi(px = (p{X'-{-ai)-\-a^(px 
et proposons-nous d'exprimer Topëration â^ par â\ On a 

Il faut donc exprimer (e^^'-f-ai)" en termes de la forme i4^ (e"" -f- ^)'"- Soit 
e>''«. _[-. a^ 3^ y^ e'" -f- a = 2, on aura 

e' = (y - a,)" = {z - a)" ; 
donc 

y = ai + (z — a)", 



n 



donc 

Soit par exemple ai = a, on a 

donc 
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En faisant ai = 0, on aura S\ipx = îp{x-\-na\ donc 

(p{X'\-na)=^d''ipx — na J*~^yx-}-^^^ — -a*â''~*(px — • • • ; 
si a = — 1 , on aura 

(p{x-\- na) •=. Jl (fx -j- w ^«""^ <px -| — ^^ — - ^""*y x-j- • • • • 

Problème TH. Soit âq)x = (p(x-\-a) — aipx et â^(px=c(pX'^k-~j— 

et proposons-nous de déterminer (^7 P^r ^« On a 

DJi ç)x = (c -j- kv)fv^ 



donc 



D(yî9)x = (c-[-fcy)yv; 



or 



il faut donc développer (c -|- /cy)" suivant les puissances de ë'^ — a. Soit 
c-f-fcy = y, e"" — a ==2, on aura 



y 






a 



a \ a 



a* 



œ 



= ^A.2-, 



donc 



dlipx=^2:A^d'^ipx. 
Soit c = 0, a=l, k=l^ on aura ajyx = -.-^' ; donc 



(Le' 






oh 



en faidant n = 1 , on aura 



r^ 



Problème IV. Développer la fonction 9)(ic-|-a) en termes de la fonne 
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On a l^(p{x-{-a) = e"''fv, et ï)—'f^-'±-'-l = e"'''if/v. Il s'agit donc de 

développer c^"'* suivant les puissances de ve/\ Or on a (Lef/endre Exerc. 
de cale. int. t. 2, p. 2*^4) 

b^=:l-\-lb. V&' 4- Ib {Ib — 2lc) ^""--p- + Ib {Ib — Ucf ^-'^- -'2" H 

Soit izzze", c=:e'', on aura lb = a^ Ic = i3j donc 
donc 

« • • ■ — — « ■ • • • 

^ 1.2.3...n f/.r» ^ 

En posant ic = 0^ et écrivant ensuite x au lieu de a, on aura 

Soit (px = x'^^ on a y ( j: -f- /i/î) = (ic -|- n/î)"* , donc 

</p^'*^(x + 7^/î) = 77i(w— l)(m — 2)...(m — w-|-l)(a:-|-w/9)"*-% 

et par suite 

h-^ M___^y_A Z:Ja{a — 7i(3Y '{x^niSf "-] 

Soit (px = log X , on aura (p{x--{- n(i) = log {x -f- w/?) ; donc 

donc 

log(x + «) = logx + -^-^- + i.^^_^«,-^-.fc^^ 

Soit x=l, on aura 

iog(i +«) = 1^-^ +i- i^2,^( 1 - Z^^*^^) 4- J -rfij^^ 1 - f +-f^f + • • • • 

Soit « = 2/9, on aura 

log(l+.2/î)=-,-^^ + | .-^j-|L_ + ^l:|!.^;^ +. . . , 

ïome II. 10 
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iog(3)=i^ia)*+i--i-a)'+|.i.a)*+M.(ir+.--+|-,^^(^;-|p+-- 

Problè//ie V. Développer J^ipx suivant les puissances de n. On a 

doue 

I)./:yx=>(l + Hlog(e™- l)-f- '^[log («••'- !)]* + •• 

d'où Ton tire, en prenant la fonction génératrice, 



n» 



./>/>x = yx + nfg[lon:(e-- l)/r]4- ,^ fg[(log(c'"- 1))VV]H 

Soit 

ig[log{e"'-l)/c] = â<fx, 
on aura 

iglilogie'^'- l))''fv] = â''<px', 
donc 

Pour détenniner â(px il faut développer la quantité log(<''" — 1). On a 

log (('••" — 1) = log [e'" (1 - 6> *'«)] = m — ir-« — I <>-«*« — I <^-^'« 

donc 

(f(px = a ~ (p{x — «) — I y {x — 2a) — ^ y (j: — 3«) — l (f (./* — 4a) • 

En difterentiant cette expression par rapport à a, on aura 

d{â(fx) = dai'^Jy-{-(p\x—a)-{~(f\x — 2a)^(p'{x — Sa)-\ j. 

Soit 

(pX'-\-(p(x — a)-\-'(p(x — 2a) ~j- • • • =rîiyx, 



on aui'a 



donc 



donc 



donc 



donc 



D(px-\-l>(p{x — a)-[-ï)(p{x — 2a)-] =Dâi(px] 

J, (f'x = (p'x -1- i J V'^ ; 
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donc 

et 

â(px=:^a(p'x-\- Ida 2^ ip'x. 

Si Ton veut exprimer 8ifx par -j^~ , il faut développer log {f — 1) 
suivant les puissances de v. On aura 






• • • 



2.3 
donc en posant 

log «t; -|^ -^i;*-[-- • A=-\ogv -^-Xoga -^ a A^v -\- o? A^v^ -\- • • • ? 

on aura 
8ipx = fg (log V .fv) -|~ log a . (px -}- a -4i (p^x -|- a* A^ (p^'x -\- a* A^ (p"'x -j- 

Prohlème VI. Développer — rV" «^vant les puissances de n. On a 

donc 

..£J- =(px-\~n.âipx'\'~d^(px-^^^^^ ' 

où 

Y)(d(px)=, log V .fv ; 
or 

log«=:-log(l+]^)+log(l4-t;)=«-|-i(t;«-i.)+i(«»-i) + ..., 
donc 

1 — I (px.dx-\-\ I ipx.doi? — \\ ^ipx.dT? -^ • • • 

On peut exprimer àipx de plusieurs autres manières. Soit par exemple 

logi;==:log(l -\-v — \) = v — \ — \{v —Vf -^^\(y —\y 

on aura 

cTr/) x=:â^(px — \ S\^x '\- ^ S\<px — • • • j 
où 

âi(p x = (p'x — (px. 



I 



d^ (ê^ <r*î' ^ 
¥oblhme VU. Développer , .,/ suivant les puissances de w. On a 



10* 
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do-- '^ ' ' ^ ' 2 



(loue 






lonc 



»i^ tvQ I n^ 



ytx = (fx -}- 7fâ(px -\~ ,^ (J^ (fx -\- . â^ ipx -j- 



2.3 



•donc 



oîi 



donc 



â(px = (p'x — ^ (p"x -\- If (p"'x - 



• • « • 



On a 

ï)(p{x-\-a) = e"''fv', 
donc 

l)(p{x-{-a^—i) = e"' ^'-'fv et \)(p{x — a V — ï ) = «-"'• l'- y r , 
d'oîi l'on tire 

j^ ., (.. + a y- 1)_+ ^ c- - « V - 1) _ ^^^^ ^ ^, ^^^^^ 

2y— 1 "^ 

Or on a, comme on sait, 

-J- :=: cos av — cos 2av -}- cos Zav — • - • , 
donc en nniltipliant par fv et prenant la fonction gcnératincc, 

^ya;_ 2 ^ 

-j- _. ^ _ . _ __ ..^ 

-|-ctc., 
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OU bien 

(px = (p(x-^à)-\~(p(x — a) — (p{x-\~ 2a) — (p {x — 2a) 

-|- (p (x -\- Sa) -|- (p [x — 3a) — ^ (^ -}- 4a) — (p {x — 4a) 

-j-etc. 



Supposons qu'on ait 

(21) tpv=ff{v,t)dt, 

et soit 

xpv./v^=Dâ(px^ 

on aura, d'après la définition de la détennînante , 

S(px = le'' xpv .fv . dv 
c'est-à-dire 

âipx = fe''fv , dvjf{n^ f) dt = fdtf&'fv ./(r, /) dv. 

Cela posé, soit 

./v.f{v,t) = Dâi(px, 
on aura 

â, (px =fé'^fv ./{v, t) dv, 
donc 

(22) S(px=fdt.d^(px:, 
ur on a T)â(px = j Dâi(px,dt, donc 

(23) ï)fdt.â,<px=fD<J,<px.dt, et Jdt..fglfv./{v,t)]=fg[fdt/v.f{v,t)]. 

Ces équations peuvent servir à exprimer âipx par une autre opération â^cpx 
au moyen d'une intégrale définie. 

On a par exemple 
donc en prenant la fonction génératrice, 



(52 
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P<*) = ?i \ L-*^* - J I ^-?_- 



(ai—a) 



dx, 



('*-«)" :n:- 



«ij;. 



(^•„— o)« 



^« 



Si Ton fait 



(j-i — a) 



—1 I /o. r»^«— 1 I ' ' * I >'/». «\i»i— 1 V m— Il 



on aura 



{Xi — ay 



*■ m 



(j-„— a)' 



7/1 






Si m=il, cette équation devient illusoire; or dans ce cas on a 

li/dx = log {x — a), 
donc si Ton fait 

t z= {x^—a){x^— a). .. {x^— a) = (— l)«(a + a^a -f- a^a^ 1- a^^ia'^^-l-a"), 



on aura 



p(*) — 



dak 



1^ 

T 



Cf 



k 



a+ûiff + ûa «* + ••• + an_i a*»~^ + a* 



Dans réquation (20) la fonction p est en général une fonction logarith- 
mique et algébrique, mais on peut toujours établir entre les quantités x^^ x^ 
etc. des relations telles que cette quantité devienne égale à zéro. 

En effet soit 

Or^cJ-f (J^x + J^x^-I \-a^{a-\-a,x-\'aiX^-\ f- a^^^ a;^-' -j- a:^) = ,ç ; 

on aura en différentiant 

= [ . c/iC -]- «1 {(la -\- X da^ -\- x^ da^ -|- . . , -|- x^-^da„_^\ 



donc 



, a ((la -\- X da\ -\- a^da^ -|- . . . -|- xf^'^^da^,^^ 



d» 

dx 



et 



ç étant en général une fonction entière, qui s'évanouit lorsque le degré de 
a est moindre que celui de a^. Dans ce cas on a donc 

(23) \f)X^'\'\pX^-\-' - --\-XlfX^::=C. 

Les quantités x,, a:,, x^,..x^ sont liées entre elles par les équations 

fx 
a -|- a^x, + a^x\ -| \- %^,x^-' + x{' = ' ' , 
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fr 

a + a,x,-\- a^xl-\ [- a^_ia:r' + ^n = ^"- ' 

OÙ Ton a fait pour abréger 

a^ = ipx, et —{d-\-S^x-^d^Q(?^ h^«-i^""')=/^- 

En faisant dans Téquation (23) x^=-x\^ x^=^x\ etc. on aura 

'^x^-{'tfjx^'\ hV^^n^'/^^'i + V^^'aH hV^^'»- 

Dans cette équation on peut regarder J, S^ etc. comme des variables; 
par conséquent on peut regarder Xi, iCg, Xj... comme des variables indépen- 
dantes, et faire en sorte que rpx\ = 0, '^x\_^ =z . . . . V^'^+i = 0- 

On aura donc la formule 

(24) ypx^J^\iJX^-\ 1- ipx^ = ipx\ + i/jx\ -| 1- ^x'^. 

/dx 
-^ = — loga:, 

[^ ij x^x^x^ . . . x^^i^ 

donc si l'on fait x\ = x's = ' - ' = x'^^^=:l^ on aui^a 

^ 1 .^1 .4/2 .4/3 . . . •*'^^1 , 

par conséquent 

logXi-f loga^^H hlog^^+i = log(.'Cia:2X3. . .x^+i), 

comme on sait. 

Soit maintenant a = 1 , a^z=.\-^çj(?^ on aura 

j//ir = — arc tang x, 

= J + J,;C34-(] +a;?)(a + x,), 
arc tang x^ -|" arc tang x^ -|~ arc tang x^'=C\ 

x^x^x^z= — d — a'^ i^i -f- Xa -j- ^3 = — «; ^i^a + ^i^3 + 2;ja;3 = fîi-|-lî 
donc 



Kl ♦f.i LX CMf>-k2.tl**:5 Z€j^ r2j3>4,ZM «J T5> 



I y — y. — j% — 



» 






•r I'* '^j Mrl'-:»* îf5 «i :i!i^:.t 






0^ 1 — ^_ j'- /-_ /. — *"2 ''. 



arr:ta:i2'>!'- — an: tari^r^-. — ar#: tai.z-^. = an^:aL.^ 



-^1 — ^; — ^i -^i ■''2 ''i 



1 — X'^ r- — J^i J": — -^r -'j 



Pour tpjiiv»:r la val-i-iir «le '/o, il tant, ?rrî«»ii tv i|a\»:i a vu, cxpriiiuT 
•;n fonction A--. //, //. <î^... 'Irs toîicri«jn> s\^n-^rri«|Ut;7• «le jr., jT^ — x^ A-t la f«»nue 

irtaî.* coiiiTiie cela e-^t en g-rrnéral très lal.Mjrieiix par les m':?thLHles orxlînaîres, 
yz vai** d^îvelopper quelques fonnule:^ qui s<:>nt d'une grande utilité dans ces 
reïrlierflufs, et qu'on peut déduire de la théorie précét lente. 

Soit, rlaiw ce qui pré<:Me, y une fonction rationnelle Jx^ ou aura m = 1, 
et jiar cyni/^juent 

d'oîi l'on tirera en différentiant 

Jx.ax=^— —- ," Jx 



donc IVî^juatioii i:iO) rl»;vîcndra 
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-d(f = dai^%Jf-ff^-^...-^/-p^] 



+ 






cf>a;„ 









Cela posé, soit 

ifx dx = i/zx -[- -2^-4 log (x — J), 
on aura 

P = V^i + V^2H t-V^n + ^^log(xi — (y)(a;2 — (y)(x3 — (y)...(x„ — J). 

La quantité '^x^-\-\ffx^-\- - * - -^-xpx^ est une fonction symétrique de 
iCi, iCa, 2^3 . . . ir„; on peut donc exprimer cette fonction par une fonction rationnelle 
de a, «1, a,. . .a,^. Soit p cette fonction. La quantité (x^—S){x^—d). . .{x^—S) 

est la même chose que ( — 1)" - ; on aura donc 



«n 



d'où Ton tire 



9 =P -f -2"^ (log (fd — log a„) , 






dq^â 



1 da„ 



y^d rfa« a„ ^« 



on aura aussi 



donc 






y^i 



qpa'2 



qp^» 



x'^fx^ 






I Kf'^n dp^ ^ , 



da„, 



1 ^ff(î 



1 dcin 



or 



-1^ = {y*", donc 



(26) 






• • • 



' -'- "■' rf«„ 



(pXn 



1^"+^ï(*±«- 



Le signe -{- a lieu, si m = n, et le signe — , si m<n. 
Si Ton fait m=:0, on aura 

^ I A« dp A 

•^ q^'xn da ffd 

De réquation (26) on tire aisément celle-ci 



Ç)'a?i '^ ^'0:2 "^ 



(27) 



i^^l -Al , FX2 'fXt^ I i^^3 /^3 I 
y'^1 ' Ç)'.Ta 9^'^3 



+ 



i^ar„ ./.r„ 



y' 



^. 



Tome U. 
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oil F(x) = fl+l},x+ft,:,?+..-+/).af. 

En faisant fx = 1 , on aura \px^=x^ donc 



donc 

• i [ • • • - — l ■ ;;3Z^ ^■^— - • 

Il suit de là que 



.1*? , J-? , . •'p,"' 



(28) V +-V- H h -'"-=0, 

si w est moindre que n — 1 ; que 

(29) -'l h î- H h -"- = - ' 

et que 

(30) •!"-+ ^"-H [."} =:--V-. 

Si Ton fait/x= „, on aura p = 0, -4=1=1, donc 

(31) _^^^ __4_ ^-''^ J L„ ^\. _^i^».__^^. 

De cette équation on déduira, en différentiant m fois de suite par rap- 
port à J, 

OU bien, en développant le second membre de cette équation, 

(33) ^^ ^ \'^^Op,..J^''{l^ <lFi _^mO.-l)...(n;i) .Z^FcJ ^^-•(;.)1 

r{m+l)\ dô-^ -^"-r/A* ^^j,_i * rM "^" ""^ 1.2.3... (m-n) '<W« ' (/d«-« " 

Par exemple, si m = 1 , on aura 

Fx^ , i'^ra , , _ Fxn _ F'd , Fd . r^'cJ 

(^•i — d)- ; i/^' jTi ' (.r, - ()/ . (p'x~^ • T- (^: _ ,jf)2 . ^'^,,^ — ,^^' -f- (^^ jj t 



XI. 



r / 



SUR LES FONCTIONS GENERATRICES ET LEURS DETERMINANTES. 



Soit (p{x^ y, z. . .) une fonction quelconque de plusieurs variables x, y, z. . . , 
on peut toujours trouver une fonction y(w, v, p. . .) telle que 

(1) <p{x,y,z.. .) =7*e"'+»"+"'+"/(M, V, p...)du dv dp. 

Dans cette équation j'appellerai (p la fonction génératrice de y, et f la déter- 
minante de (f, et je ferai asage des notations suivantes: 

I ^{^1 y^ z...) = fgf{u, V, p...) 
l/(«î «7 p...) = D<p{x, y, 2...). 
Cela posé, considérons d'abord les fonctions d'une seule variable, et soît 
(3) (px=z je^fv . dv^ 



on aura 
(4) 

Soit de même 

on aura 
donc 



fv =i\)(px. 

(p^x = f e'^'f^v . dfi', 
(px-\- (p^xz=J^ {fv -^rfv) dv, 



J){(px-\-ip,x) =fv +/it;; 

9* 
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or /v = D(fx^ f^r^=i\)if^x^ donc 

On aura en général 

(5) D{(fX'{'if^x-\-if^x-\'ip^x-\ )=.D(px-{'T)(f^x-\-J)(f^x-\-\)(f^x-\ . 

donc aussi 

En mettant a;-}~o( &u lieu de a;, on aura 

(f{x-\-a)= CeT e"'/r . Jr, 
donc 

I fg (e- Dç^x) = <^ (x + a) = fg {e'"/v). 
£n différentiant l'équation (3) on aura 

donc 

D -, - =vfv = vT)ax. 
(9) ^ Ua. ] -^ ^ J ^ 

De la même manière on aura, en difierentiant l'équation (3) n fois de suite, 



donc 



(10) 



De même: 



fg (iffv) = fg(«" D(px) = - "^ 



(11) 



D( / ''g)xcbf')=v''''/v = v^'*D(px^ 

fg {v^fv) = fg (v^Dçjx) = jipxdaf. 
En prenant la différence finie de Téquation (3) n fois de suite, on aura 

Jl (px = fe'' {e'" — ly/v . dv, 
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en désignant par a la différence de x; donc 

fg[{e'"'-iyfv] = -j:<px,. 

fg[{e'"--l)-'fv] = 2:(px, 



(12) 



(13) 



On trouvera de la même manière 

D [Jl Ji: ^»: . . . d''(p {x-\-(S)] z^e'^iT if" — 1)" (c""' — 1)»' (e-"' — 1)"" . . ./», 



fg[e'''t;-(e~— l)-(e""''— l)"'(e'"'— 1)»'. . .fv\ = ^Z" ^^i ^^I . . . (Vip {x-\-(i). 
Soit en général 
(14) 8 {(px) = A„_„ —^-)-f- -^ + A„._„. --^^J- ^ H , 



cLk 



on aui'a 



donc 



fî(9)x)=yV"/y«„«"«""+^',a-«"'e''"'+- • ■)dv, 



Soit 

(15) 

on aura 

(16) 

Soit de même 



(17) 



D {d(px) ^tpv .fv =. \pv . \)(px^ 

D {âi(px) = ipiV . Dç)ic, 
I) (d^(px) = ^f^v . D</)x, 



on trouvera aisément - 

D (Ml â^(px) = yjv. 'kfj{o\ -iff^v ./v, 
et en général 

D((y>x) = (v/i^)".D9)a:, 

D ((Î"(ÎÎ'(?J\ . .â;if(px)={yjvy{yj,vY*{tp^vy\ ..{xp^vff^Difx, 



(18) 



70 SUB LES FONCTIONS OÉNËKATKICES ET LEURS DÉTERMINANTES. 



Application de la théorie précédente. 

I 

La théorie précédente des fonctions génératrices est très féconde pour le 
développement des fonctions en séries. 

Supposons par exemple qu'on veuille développer (pix-^-a) suivant les 
coefficiens différentiels de (px. La déterminante de (p{x-\-a) est e'^'fv^ 

et celle de -.^~r sera v'^fv. Il s'agit donc seulement de développer e''" en ter- 
mes de la forme A^v^\ or on a 

donc 

a^ cfi 

En prenant la fonction génératrice de chaque membre de cette équation, on 
aura, en remarquant que fg (e**"/y) = y (ic -[" ^)j ®* fg(i;"yV):=:= , J > 



dtfx j 0? d^(fx 



• • • 



comme on sait. 

Supposons en général qu'on ait une relation quelconque entre plusieurs 
fonctions de la forme t//y, '^iV^ . . . etc., composée de tenues de la fonne 

et dé^signons cette relation par 

(19) ^A, ^(fvriif'v,)"' . ..{tpv;)> = {). 

En multipliant par fv et prenant la fonction génératrice, on aura 

^^,,.,......^ fg [fv . {*pvy{tf,v,y'. . . (vi'^M = ; 

c'est-à-dire 

Cette équation exprimera une relation générale entre les différentes opéra- 
tions indiquées par les lettres cî, Ji, (î„ . . . . 

Problème l. Soit â(px = (p{x-\-a)-\-a(fXj et proposons-nous de déve- 
lopper â''g)x en tei-mes de la forme A^(p{x'-\-ma). La détenninante de 
fpf^x-[-a) étant e^'^'Jv^ et celle de (fx^ fv^ il est clair que 



djf 

I 
i 
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donc 

ayant de même I) y (x -j- ma) = e*"""/z;, il faut développer (e'^-f"^)" suivant 
les puissances de e*""; or on a 

(a -\- e^y =z= a" + wa""^ e''« + 'L(!?Zi1) ^^-^ e^-_^ , 

donc 

J>x = a>x4-7^a"->(x4^a) + '^'^U'•-V(^ + 2«)^ ; 

on a aussi 

(a 4- e-)« zz= e»- -|- na e^"-^>''« + ''-fc^^ a^ e<»-^>- -| , 

donc 

J** ç?x 1= ç) (ce -[- na) -|- Tia y [x -j- (w — 1) «] H — ^^ — - c^ip\x-\'(n — 2) a] -[- • • • 

En faisant a= — 1, on a â"" (px=^ J^ipx^ donc .^ 

Jl cpx =z(p(x'^ na) — n(p[x-\-{n — 1) «] H ^ — - 9^ [^ "}" (^ — 2) a] — • • • • 

Problème IL Soit â(px=::(p{x-\-a)-\-aq)x^ âi(px = (p(x-\-ai)-\-ai(px 
et proposons-nous d'exprimer Topëration âl par â"*. On a 

Il faut donc exprimer (e^^'-f-^i)** en termes de la forme -4^ (e**" -|~ a)"*. Soit 
e*'" ' -|- ai = y, e^'" ~|- a = z, on aura 

e' = {i; - a,)"' = {z - a)" ; 
donc 



fft 

n 



y«=(a, + (z-a)«j , 

donc 

âl(px = :SA^â'^(px. 

Soit par exemple «! = «, on a 

2/"=:(ai — a-|-z)"=(ai— a)''-f n(ai — a)"-^z-| =z'*-|-n(ai — a)2"-^-| , 

donc 

J; ç) X = (tti — a)" 9 X -[- ^ («1 — tt)""^ (î y X -f- ^^^J~ ^ («1 — a)"-^ (?* 9 X -| , • 
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cT J (fx = J" yx -[- w («1 — a) (î"~* ç)x -j — -^ — ^ (oj — a)* (T*~*çjx -| • 

En faisant a| = 0, on aura d\(px:=z(p{x-\'na\ donc 

</)(x-|-wa) = J^yx — 7iacT*~*9x4-— *i— ^«'(^"~*y2; — • • • ; 
si a = — 1 , on aura 

Problème III. Soit â(px = (p(x-\-a) — aq)x et âi(fX=c(px-\-k--j-' 

et proposons-nous de déterminer J^ par â. On a 

DJi (px = (c -f- kv)/v, 
donc 

or 

D (îy x = (e''" — a)/y ; 

il faut donc développer {c-\~kvY suivant les puissances de e*"" — a. Soit 
c-{'kv = y^ e"" — a = 2, on aura 

^ = — log(3 + a), y = c+-log(2 4-a). 



jr=[c+Aioga+l-(-i-ii+ii — ..); 



"=^^.z-, 



donc 



Jj (fx = -2" A^ (y** yx. 
Soit c = 0, a=l, fc=l, on aura d\(px-=-y^-'^ donc 

où 

en faisant w = 1 , on aura 

Problème IV. Développer la fonction 9)(a;-j-a) en termes de la forme 
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(le 



On a T)(p{x-{-a) = e"''fv, et D - '^^-'^f^- '^ = e"^" w'/w. Il s'agit donc 

CvtC/ 

développer ci"*' suivant les puissances de ve/\ Or on a {Jjefjendre Exerc. 
de cale. int. t. 2, p. 2*^4) 

b^=l^lb, v&^ 4- Ib {Ib — 2lc) *^' 'p~ + Ib {Ib — Slcf ^l^ Ç H 

Soit b = e"^ c = e^, on aura lb = a^ Ic = l3j donc 

e- = 1 -^ «..e/*- _|_ a (a — 2/?) " '^- + a (a — 3/?)* -^-^^- + • • • , 
donc 



• • • 



En posant ir=:0, et écrivant ensuite x au lieu de a, on aura 

<px = <p{0)-^x <p'{(3) + •^^^-^^'*) .;>''(2/9) + ^^ ("^ -^i?l! <^'"(3/?) + • • • • 

Soit (px=:x", on a y (x -}- ?î/?) = (a; -|- «/?)'" , donc 

y<"> (a; 4- n/5) = m{m— 1) (m — 2) ... (m — « -f- 1) (a; + n/î)"*— , 

et par suite 

{x + a)" = a;" + 'J^ a (« + /?)""' + '" ^"'~^ ^ a {a — 2(3) (x + 2/9)—* -| 

• • • + -^ iT2T3Tr^ ''(''"■ ''^') (^ + ""^^ + " • 

Soit ipx^=i log a: , on aura (p{x-\- n/î) = log {x -]- /i/?) ; donc 

y(n)(a, I ^^) ^ + 1 -2 -3 . (n-1) 

donc 

log(x + «) = loga; + -^^. + i.^^,_«.,^^.?^^« + .3,.^ 

Soit X = 1, on aura 
Soit « = 2/?, on aura 

Tome II. 10 
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log(3)=l+|a)»+|.i.a)»+^i•(?)*+i•|.(tr+..•+|-,,^(;-^p+ 

Prohlhne V. Développer i^ipx suivant les puissances de n. On a 

D J2 (px = {&'" — ly/v; 

donc 

D./:yx=/«(l-}-«log(e™-l) + J[log(«-- !)]« + .. 

d'où Ton tire, en prenant la fonction génératrice, 



• • • • 



«» ,. 



• • • • 



Soit 

{g[log{e"'-l)fo] = â<px, 
on aura 

fg[{^og{e^"-l)Yfv] = â^ipx', 
donc 

.^i(px=(px-^7i(y(fX'-\- ,y(y^(px-\-,j<y^(px-\-''* • 

Pour détenniner â(px il faut développer la quantité log(«'" — 1). On a 

donc 

^(px = a —j^ (p {x — a) — \ (p {x — 2a) — k^pi;-^ — '^«) — ] (p {x — 4a) — 

En dltterentiaiit cette expression par rapport à «, on aura 

d {â(px) = da j '^[l^ -\- tp' (x — a) -\- <p' [x — 2a) -\-(p'{x — 3a) + 
Soit 



• • • • 



• • • 



on aura 



donc 



donc 



donc 



donc 



(px-\-(p(x — a)-\-'(p(x — 2a)-[- • • • =:âi(px^ 

m 

T)(px-\-D(p(x — a)-\-T>(p{x — 2a) -]-... =Dâi(px] 
(1 ^ «-_!_ e-^"' -\-...)fv=^ /^_ =Dâ, ,px', 

1) J. cpx = ;;;^'; = [i + («- - 1)-]/. ; 

Jj q)X =^ (px -f- .i^^cpx ; 
Jj (p'x = (p^x -j- J~^(px ; 
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donc 



cUdwx) / I ^ / 



et 



dipx = aip'x -\- Ida 2^ ip'x. 

Si Ton veut exprimer Sipx par — i ;^ , il faut développer log (e*'" — 1) 
suivant les puissances de v. On aura 

273 
donc en posant 



e"«-l=«« + -.- + ^-, + ... 



log ccv -^ -^v' -{-' ' A = \ogv -\-\og a -{- a A^v -\- a^ A^v^ -\- 



• ) 



on aura 



â(px = fg (log V .fv) -\- log a.(px-^aAj^ (p'x -f- a* A^ (p"x -[- a* ^3 ç^'^'x ~| • 

Problème VI. Développer —t~- suivant les puissances de n. On a 



donc 



^^[-2-^-]^^^ 



d» 

dx 



J/ =9^ + ^-^^^^ + Y^*V^ + ^3 ^*9^^ + - • 



ou 



or 



D (â(px) = log V .fv ; 



logt; = -log(l-}-J-)4-log(l+,;)=i;-|-i(i;«-l) + i(t;»-i) + ..., 

donc 

17) 'a: — ^ q^^ic -|- ^ (p'^'x — • • • 

— I (px.Jx-\-^ I ipx.dx^ — \l (px,dçx? '\- ' ' • 
On peut exprimer d(px de plusieurs autres manières. Soit par exemple 

logî; = log(l J^v—l) = V— 1— |(z;_l)^-f|(t?— 1)3 

on aura 

{f(f) x = âi(px — i<^îy2:-j-^ âl(px — • • • ? 
oîi 

d^(p x=. (f'x — ipx. 

d ** (é * cf^ùt 
Problème VII. Développer / .,; - suivant les puissances de n. On a 

10* 
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r/«(^^fr.r) „/ , , , n(w — 1) „ , \ ^ 

dJ ='' [r^+'''P''-\ — -2'p •'^H — ) = ^''v^^; 



loue 



I)Vx=/t;(l+nlog(l+t;) + ^[log(l +«)]» + ...); 



donc 



7r .vo , /r 






•donc 



.a y^3 



OÎI 



donc 



« 

â(fx = (p'x — I (p"x -j- J </)'''.r • • • 



On a 

ï)(p{x^a) = e'"fv] 
donc 

i)(p{x-\-ay—~ï)=ir'y^-^'fo et i)y)(a; — «y— i)=^-«'>'-y?', 

d'oîi Von tire 

2V— 1 ^ 

Or on a, connne on sait, 

^ = cos av — cos 2a?; -|- ^^^ 3 a?; — • • • ? 

donc en multipliant par fv et prenant la fonction générati'îce, 

1 _ y(^ + aV — ï) + TOr — aV — 1) y (.r + 2ay — î) + 9)(^ — 2a V — 1) 
^(^X— -g - g— 

J_ 5" (^_?^E1) ±_f (fL^ 3ay — ^ _ qnOr -)-4a y _ r)_+ ^ (^_^ V -î) 
-h - 2 " " " ■ "2 

-|- etc. , 
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OU bien 

(px ^^(p{x-\-a)-\-(p{x — a) — y (^ -"h 2«) — <p (•^' — 2a) 

-\- (p (x -\- Sa) --\-'(p{x — 3«) — (p [x -j- 4a) — (p {x — 4a) 
-[-etc. 



Supposons qu'on ait 

(21) yjv=f/{v,t)dt, 

et soit 

^pv./v=:Y>â(pXj 

on aura, d'après la définition de la détenninante , 

âq)X =. /e'** \pv .fv . dv 
c'est-à-dire 

â(px = fe^'^fv . dvjf{v^ i) dt = fdf fe'^'fv ./(?;, /) dv. 

Cela posé, soit 

Jv.f(v^t) = \)ii^(px, 
on aura 

donc 

(22) â(px =fdt . (Ti (px] 

vr on a Dâg)X= 1 Dâicpx.dt, donc 

(23) Y)Jdt.â,if,x=J\).\ipx.dt, et Jdt.ig\fv.f{v,t)]=ig[Jdtfv.f{v,t)]. 

Ces équations peuvent servir à exprimer ôtpx par une autre opération â^(px 
au moyen d'une intégrale définie. 

On a par exemple 

/va 1 \-l / \_1 I 1 Ci r^^^- ^î^ (^^) 

(^ — 1) ' — M +i--=2j^-v,,_i ; 

donc en prenant la fonction génératrice, 
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On a 



J a' 



e« e-'""' ,- ^- e«'. e-''''"' ^ 



1 — ofî' 1 — cev 

c'est-à-dire 



J a' 



»— avt 



dt =z c' {e-"'" -f av e""" + a V e-'""'-\ ) 



— e"' (c-""" -}- «y e-"'" -f a* v* e-""'" -| ) • 

En multipliant par fv^ et prenant la fonction génératrice, on aura en re- 
marquant que fg (y" e-« Vî') = -^^r'F-""'^,.fg («""■''/«) ='9 («—«0> 



/. 



e'(p{x — at) dt 



=é°'[(p(x — aa)-^a(p\x — aà)-\'a (p'\x — aa)-\-a^(p''\x — aa)-|- • • •] 

— e''' [(f {x — aa') -\' a(p\x — aa')-{-a^(p'\x — aa')-}'a\''\x—aa') -^ ] 

donc en faisant a = et a' = — ^, 

(px -\- a(p'x -|- a^(p"x -j- o?if>"'x -[-•••=/ é if>{x — a{)dt\ 
donc en différentiant par rapport à a; et mettant — a à la place de a, 
if'x — atp'x + a^(p'"x — a\''"x -\ = / é (p\x -f- at) dt ; 

J h 

en multipliant par da et intégrant, on aura 

.r '-\- cct)dt 
t 

/» t 14 

En faisant a = 0, on aura C= — / / V'^] <'<^"c 

J — l ^ 

aif'x — \ a^ip'x + \ «^/'V — \a' (f/"'x -\- ^j ''f [(f {x + at) — qx], 

et lorsque a = 1 , 



aif>'x — \a^if>'x-^\a^if>'''x — \a^q>"''x-\ = C-\- T'''''^'' 



r® e* dt 
(p'x — \ip"x-^\ip'''x =/ ^-- [tp[x-\^t) — (f>x\ 



De là il suit qu'on aura 



— J^n-— =^\ipx-\^ nôtpx + -^ â\x-{- ^ ^ jj (V^x + . . .j , 



oh 
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On a 

Qaw» 

av 



paefv r^ 



donc en prenant la fonction génératrice, 

lif (x -f- aa) dx — l(p{x-\- aa') dx =a I (p(x-\-at) dt. 

, On a {Legendre Exerc. de cale. int. t. II, p. 176) 



1 _j_ ^a —2 ' 

donc 



i 



» dl . cos (mii) 7t 



-7.-e "" 



J- Î+T»' 72 — y«iP^•*'±«> 



Soit par exemple (px=. — , on aura 



X 



(h 7t 1 



En elï'et, 



r* fit _ 1 ( r^ ^^ r*_^*'^ ]— -'' 1 

J, (r+ *"*) (^ t^T^') ~ ^'-«' Uo r+T^ Jo ^^'^* J — Y • ^ (^ + a) 
Soit (px^=- — ^ on aura, en faisant a^ = 2jsiny, x = zcos(pj 



a^ 



or 2=r:yx*4-a^f% y 1= arc tang - , donc 

M/ 



X 



h dt cos(n.arctang"'l ^ j 



n 1+^'^ - -"- 2 (•^+0)" 



Soit par exemple w = -J^, on aura cos ^(p = W - « 1/ ^ M" "^ V ^ ~2 



donc 



cos w(jp cos i f/^ y j {x -f- y^** + «* ^*) . 

donc 



X 
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On a zr^ ziz: . donc ^= - tsm^fci on tire de là 

-p <^ «' Ci^-ï^ if -^ JT- 5111* // 

z~ co.s n(f=i- j cos wy : 



donc 



1 i ii 2-"co.s «y = ^i • -- . , ; ; : 



donc 



Soit a = x, on aura 

.^ Î^^ i = / (cos c/ )■ cos w^^ . ^/y . 
On trouve encore chez M. Leyemlre les deux intégrales suîvantevS 



/. 



5 <h . sin fit :r _^, 

ta j^t^]— 2 ^^ ~ ^ '' 



•* f'it . sin ai .T 



^- fc? 



donc on aura, en faisant a=zac et prenant la fonction génératrice. 



rt I 






En ajoutant, on aura une troisième formule, 



X 





OU bien en faisant a = 1 : 



i fU ff (.r -\-atV — 1) — (f (.r —at\ — 1 ) tt 

r 2V-1 ': -2^-^' 



L 



r 



i f// r/ r.r 4- ^ > — 1 j — f^ i^.r _< V — 1 ) ; 

' ' 2V-1 — 2^f 

Soit par exemple yx= „, f = ^.tangy, on aura 
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dt cUp 

i C08 (p . sin (p 



2V-i l ^ / ^ 



donc 

n 



I -^-^ (cos (pY^^ sin 72(p = -^ • 



Tomo n. 11 



XII. 



SUR QUELQUES INTEGRALES DEFINIES. 



On a vu précédemment que 



L 



or 



71 

^ (co8 g))** C08 nqp . rfqp 7t œ^—^ 

^ a^ sin* ç) + «* cos* y 2 « (.r + a)** ' 



w« 



(cos y)**= 1 -[- w log cos y -[- -g- (log cos 9>)* -f- • • • 



n* o . n* 



coswy=l — -^y' + ^-^^-ry* — 



2 ^ ' 2.3.4 



donc 



n« 



(cos y)" cos nq>=l-{-n log cos ^ 4" "ô~ [G^S ^^® v)* — 9^^] 

+ [(logcosy)^ — 39)Mogcos9)]H ^ r(m+i) ^>» + ' ' • ' 

où Ton a, en faisant pour abréger logcosy = <, 

7(77+1) ~ iX''^ + 1) ~ ^(3) r'O/T^ i) + r(5) r(m— 3) ~ "iXTpXm"— 5) •" 



a^ * . 1 A* . n* / , A" ^* 



Or v-j — r-=l-J-wlog — , [- o U^g " I H 7 donc on aura 



.T 



/c 1 

— • - 

2 ^a 



I '^ r=/^ "^-^^^^ 



SUR QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES. 83 



Ainsi Ton aura 

2 



1 _ n d^__ 

xa J x^ sin* y -|- a ^ cos* ij 



"2 xa 



1 , X r * log cos (f . d(f 

ta ^x-\-a j^ x"^ 9Xv? (f '\- a^ co^ (f 



n 



2 xa 
En faisant x=^a on aura 



ra \ ^ »r -j- a / j ^ x^ sin* y + a * cos*y 



n 



f(logi)-=//^-^; 

par exemple 






— log ^ = / cZy . log cos Ç). 

Soit cos (p = yj on aura d(p = ,-—— ' > donc 

VI— y* 



2 ^ 7i Vl-y^ 
En effet on a 



log 2 =j^'' 







donc 



y'(.i _«")•— « *"* >/(!— x»)»-« 



* log — dy 




or 



r^- = -o-, et ri^% = log2. 



11* 
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SUB QUELQUES 1NT£GBAL£S UEFINIKS. 



On a 






Soit ç)x = (logx)", on aura 



p _|_ ^ [iog(.+«eV-i)]Mi[iog(.^W-_i)]" _ I f log («; + «)].. 



Or on a 



log(a: + a<f::T) = loga; + log(l + ^<|Cl-ij 

log f 1 + i^ < y^Ti") _ log f 1 _ -?L < yizi') 



= log.r+ilog(l + J,-^«) + y:il.arctang(^ 
= ilog(x* + «»<»)+y:rî.arctang(-«'). 






Soit — nztangy, on aura 



log (x -|- at y — 1) = log a: — log cos (p-\'(p y — 1 



donc 



«r 



J Q .r*8in*y4-a*cos*y 



1 + i* a:* sin* y + a* cos* tp ' 

(log -5 + y yrï )"+ fiog -'-. - «, 1/3Î y 



En faisant x = a = 1 , on aura 



TT 



On a aussi en général, en faisant ^ = tang2^, 



= 71 (log 2)-. 



n 



I du[(p{X'\-a Y^ 1 tang u) -\- (p{x — a y— 1 tangi^)] =. n (p {x -\- a)-^ 

t/ 



donc en faisant x = a = 1 , on aura 



n 



f*du[(p{\-{-y—\ tangtt)-|-9)(l — y— 1 ta.ngu)]=n^{2). 
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Soit (fx:=zj--^ , on aura 

^ 1 + a.r" ' 

, - , -/ — ,- . (1 + y — 1 tanffîi)*» fcos mu + V — 1 sin r/m) (cos uY 
(p{\-{-\ — l tangz^) z= — A__il l ^PJ =: > _L_!_ T--^' 



-m 



1 -|- « (1 + y — 1 tang w)** (cos m)** -|- a cos nu-\-a y — î sin 

= r? \,, . 1^ . — s-^-5 — (eos z/)" cos 7nu 4- a cos (m — n)u 

[ (cos uy^ -f- a cos nu\^ -\- a^ sur «m *- ^ ^ ' ^ ^ 

-\- y — 1 ( (cos u)'' sin 7/it/ -|- a sin (m — n) u) ] ; 
on tire de là 



i, 



71 

' ^ (cos m)"-^ [cos mu (cos ?/)" + a cos (fi — m) m] , tt 2™ 

(cos î/)*" + 2a cos nîi (cos u)'* -\- a^ 2 ' î 4^ « 2 " 



Soit m=:0, on aura 



l 



71 



** (cos w)"[(cos?*)"-|- acos^iu]^/?* /r 1 



^ (cos nf'* -f- 2a cos rm (cos ?i)" -|-«^ 2 l-|-«2" 

Soit VI = 71^ on aura 






* cos n?i (cos w)**.4r a , /r 2" 



^ (cos îi)-" + 2a cos mi (cos ?/)" + a^ 2Ll-f«2" 

Si par exemple n=:l, on aura 



TT 






Reprenons la fonnule 



7C 1 



7t 

2 



^ ' ^^ „ = / (cos (fY cos mp . dip. 



Soit w = — , on aura 



m 

7* 

71 m 

2 



1 r* "7» 

-^=/ (cOSijp) COH — (p. d(p. 

Soit -2- = ^, on aura 



n 

2n 



2» 

or 



- = / (cos wd) COS md . c7# ; 



coswé>=(cosé>)'»— "^ ^""^^^ (cosé>)"-^sin^é> + "^-' ^H^^. 2^.(^-3) (cosé>)'*-^sin^é> , 
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donc en faisant cosd=y^ dd= — 



yï-y 



7C 



l "" V(w)"/i/yr^.. 



2n a^ 
2» 

oit 

Soit par exemple 7W=1, w=:4, on aura 



7t 
, C08 -— 4 



V2 
Si l'on fait y* = 1 — z*, on trouvera 






71 

sm — - i 

7t 



1 r 8 / 



xm. 



THEORIE DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE I. 



, --^— -^ ^— par des foncthna aloébriaueê. 

y a -\- Sx A- yx* A- dx» ■+- ex* 



1. Pour plus de simplicité je désigne le radical par ]/S, on a donc à 

considérer l'intégrale 

rPda; 

J VM ' 

P désignant une fonction algébrique rationnelle de x. On peut, comme on 
sait, décomposer P en plusieurs termes de la forme 

Ax"^ et V—,-» 

/ Pdx 
m étant un nombre entier quelconque. Ij'intégrale proposée /- est donc 

immédiatement décomposable en plusieurs autres intégrales de la forme 

Cherchons les réductions qu'on peut faire avec ces deux intégrales, en 
les considérant d'abord séparément, et puis ensemble. 



I 
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Réduction de V intégrale I • 

2. Pour trouver la réduction générale dont cette intégrale est suscep- 
tible au moyen de fonctions algébriques, il s'agit de trouver la fonction algé- 
brique la plus générale, dont la différentielle puisse se décomposer en termes 

de la forme -^- — -] car après avoir intégré la différentielle ainsi décomposée, 

il est clair qu'on obtiendra la relation la plus générale qu'on puisse obtenir 
entre les intégrales de la forme / ' - 

Or on sait par le calcul différentiel qu'en différentiant une fonction qui 
contient des radicaux, ces mêmes radicaux se trouvent aussi dans la différen- 
tielle; il est donc impossible que la fonction cherchée puisse contenir d'autres 

radicaux que ]/5; elle est donc de la forme f{x^yK\ /désignant une fonc- 
tion algébrique rationnelle de x et de ^R. Une telle fonction est, comme on 

sait, toujours réductible à la forme Q' -\-Q YÉ^ Q' et Q désignant deux fonc- 
tions rationnelles de x. Or il est clair qu'on peut faire abstraction du pre- 
mier terme Q\ puisque sa différentielle ne contient que des quantités ration- 
nelles; on a donc 

f{x,YR) = QMR. 

En différentiant Q^Ê^ on voit au premier coup d'oeil que la différen- 
tielle contiendra nécessairement des termes de la forme — -— si Q est 

fractionnaire; car supposons que Q contienne un terme ^, on aura, en 

différentiant 7 r? 

[ . dR \ 

di ï^ \ — \ ^ ^^ — w72 l da^ 



d.v 



Or, quel que soit w, il est impossible que le coefficient de -- dans l'expres- 

vR 

sion précédente puisse devenir entier, à moins que R ne contienne deux ou 
plusieurs facteurs égaux; mais ce cas doit être exclu, puisqu'alors l'intégrale 

-^ =r^ -^ _ ; donc, comme la différentielle ne 

V a -\- (ix -^ yx^ 
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doit contenir que des teimes de la forme - - ^ ^ il faut que Q soit une 

fonction algébrique entière de x; on a donc 

Q =/(0) +/(1) X +/(2) x'+ . . . -i-Anjx". 
3. Diflférentions maintenant la fonction trouvée Q yii. On obtiendra 



d'abord 



donc 



^■^r / dx YR VR 



On a 



R = a-\-/3x-\-yx*-\-âx^-{-ex\ 

<?=/(0)+/(l)x+/(2)^'+ • • • +An)x', 
donc en différentiant 

^^=/3-^2rx + Sâx'-^4ex^, 

^J=/(l) + 2/(2)a5 + 3/(3)x»+...4-n/(n)'x-'. 

En substituant ces valeurs dans l'expression de S, on obtiendra 

S = {a-\-/3x-\-rx*-]-âx»-\-fx*)[f{l)-\-2f(2)x-] [.n/{n)x''-'] 

+ i-(^ + 2j'x + 3(îx* + 4.x»)[/(0)+/(l)x+ . . . -{-f{n)x']. 

Soit 

S = (f (0) -\- q) (1) x -{- . \-(p{m— 1) a;"-' -|- y (m) «". 

On obtiendra, en développant et comparant lés coefficiens, l'équation gé- 
nérale 

«^(i>)=(p+i)/(i'+i).«+p/(i>)-/5+(i'--i)/(/>-i)-/+(i>-2)/(y>-2).<r 

+ (i>-3)/(p-3).*+i/(/>). /?+/(/>-!). ,^+1/(^-2). (^+2/(^,-3). f, 
c'est-à-dire 

</'(?)=(!'+ i)/(i^ + i).« + (i'+i)/(p)-/^+Mi'-i).y 

+ (i>-i)/(i'-2).«y + (p-l)/(p-3).«. 

Tome II. 12 



(a) 
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En faLsant successivement ^ = 0, 1, 2, 3 ... m, on obtiendra toutes les équa- 
tions qui résultent de l'égalité des deux valeurs de S. 

m 

Quant à la valeur de n, on trouvera n-|-3=:?w, donc 

n = m — 3. 

4. De l'équation d{QyR) = S -y— -, on tire en intégrant 



QyR=Js^'^; 



et en substituant les valeurs de Q et de S, 

(b) 1 * '"'/tI + * w/^ + •■•+»(» - 1)/' w" + "^ w/w 

( =VJi[/{0)+/(l).x+/(2).x'H |-/(«-8).a:-»]. 

Cette équation contient la relation la plus générale qu'on puisse trouver 
par des fonctions algébriques entre plusieurs intégrales de la forme / — — r 

et c'est de cette équation qu'il faut tirer toutes les rédactions dont les inté- 
grales de cette forme sont susceptibles. Le premier membre de cette équa- 
tion est en même temps l'intégrale la plus générale de la fonne / - , P 

désignant mie fonction entière de x, qui est iutégrable par des fonctions al- 
gébriques. % 

5. Considérons maintenant l'équation (b). Comme la fonction multi- 
pliée par yii du second membre doit être entière, il faut que m soit égal ou 
plus grand que 3. Il suit de là qu'il est impossible de trouver une relation 

~7~ ' /"/~~' / 7 "' ^* ^^® P^^ conséquent ces trois 

intégrales sont irréductibles entre elles par des fonctions algébriques. Si au 
contraire m est égal ou supérieur à 3, on voit qu'il est toujours possible de 

réduire l'intégrale /-y--- à des intégrales de la même forme dans lesquel- 
les m est moindre; et il est évident que les seules intégrales iiTéductibles 
sont les trois suivantes 

/* dœ Çxdx Cx^dx 
vu ' J Vit ' J Wîi ' 



1 
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Ces intégrales sont donc les seules fonctions transcendantes contenues dans 

/Pdx 
— — , P étant une fonction entière. 

6. Pour réduire Tintégi-ale 1 -t~j faisons dans l'équation (b), <p{fn) 
:= — 1 , nous aurons 

-yji[/(0)+/(l):.+/(2)x>+ . . . +/(„._3)a:— ]. 

D'après ce qui précède on peut faire 

(p{m — 1) = ç) (m — 2) = • • • r=z y (3) = 0, 
on a donc 

dx 



/'^^ = .(0)fe + .(l)/^^|+.(2)/^ 



(c) {J Vit ^ ' V ^^îi ' ^^ 'J VÉ ' ^ ' V VE 

f^^[/(0)+/(i)*+/(2)x*+ . . . +/(m-3)x-»]. 

Il reste à déterminer les coefficîens 

9(0), <p{l), y(2),/(0), /(l), /(2) . . ./(m -3). 

Pour cela faisons dans l'équation (a) p = 0, ^=: 1, . . . p = m, on obtiendra 
les équations suivantes, au nombre de m -f- 1 : 

<p{0)= /(l).a + i/(0)./3, 

cp{l) = 2/(2) . a + 1/(1) . /î +/(0) . ^ 
• y (2) = 3/(3) . « + 4/(2) . /9 4- 2/(1) . ;^ + 1/(0) . J, 

= 4/(4) .« + 1/(3) . /9 + 3/(2) .;. + 1/(1) . (J + 2/(0) . e, 
= 5/(5) . a + 1/(4) . ^ + 4/(3) . ^^ + 1/(2) . J + 3/(1) . *, 

. = («î - 3)/(m - 3) . « + (m - ■^)/(m — 4) . /î+ (m - 4)/(m - 5) . / 

+ ("^-|)/(«»-6).<J + (m-5)/(m-7).«, 

=(rra-|)/(7ft-3) . /î+(w-3)/(m-4) . j.+(7n-4)/(w-5) . (y+(m-4)/(m-6) . e, 

0=(m-2)/(ffi-3).y + (m-|)/(»w-4).(r+(m-3)/(m-5).f, 

=(m-|)/(m-3) . (J+(OT-2)/(m-4) . «, 

— 1 =(m— l)/(m— 3) . É, 

en remarquant que y (w) = — 1 , y (3) = y (4) = • • • = y (m — 1) =: 0. 

12* 
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Au moyen des m — 2 dernières équations on peut déterminer les wi — 2 
quantités J{0\f(\\ . . ./(//i — 3), et les trois premières serviront ensuite à 
déterminer (p{0\ y(l), ^(2). En éliminant on trouvera 

/(m — 3) = ?^-.-.-, 

y (m - 4) = ^^^^--j-^ ^^^^-^^- . -^ , 

//'«, _ ^.^ — (!»-i)_ i (m -|)(w-3 ) ^ (m-2) (in-|) dy 

•'^" "^~~(m-l)(m-4)" e* '(«i-l)(»w-2)(m-4)' «» (m-l)(m-3) (m-4)' e» 

_, (w»-f)(m-|) ( >»-!) d» 

' (m-r)(OT-2)(m-3)(Mi-4)' e* ' 

f(^_^^— (m-3)_ a ^(,„_|Xm_î) ^J _ ( »i-f )(,»-§ ) (id 

JK'"' '^— (m-l)(w-5)'c* (Mi-i)(i«-2)(m-5)" e» (»«-l)(t«-4)(7«-5)' r» 

{m-2){m-i)_ _ f y (m-f)(m-$)(m-4) yd* 



— — - - • 



(7/1-1) (m -3) (m -5) €* ' (m-1) (m-2) (r/i-3j (7/1-5) £* 

j (//i -|)(/n-3)(m- f) yd« , (m-2) (//i-|) (m-f) y^« 

•" (//i-1) (//i-2) (/n-4)(//i-5) ' €* "^ (m-1) (///-3) (//*-4) (m-5) ' e^ 

_ (7/»-j)(7/i-f) (/n-~^)(7n -f) d;»'^ 

(7/1-1) (m-2j (7/2-3) (//i-4) (7/1-5)' e^ ' . 

7. Pour exprimer en général le coefficient J{m — p\ faisons €=z«^% 
rT = ê^*^, Y'=^é^^^ (i = é^\ a=.é^\ Cela posé, on peut aisément se convaincre 
que /{m — p) est composé de termes de la forme • 

,_ .... (~.-H-)(---r)-(-»-'^-'^" '-)(-»-^^ /^') 

V ^ ^^ • (,n _ i) (;« _ A:) (,n _ A:') . . . (^ — A;<"-i> j {m — ^(»)) („| ._ ^, 4. 2) 

« 

oh les quantités fc, fc', k'' ^ etc. p — 2 suivent l'ordre de leur grandeur, de 
manière que h' > fc, h" > fc", etc. p — 2 > fc^"\ 

En donnant avec cette restriction toutes les valeurs entières aux quan- 
tités fc, fc', k" etc. fc^'*^ et à n toutes les valeurs entières depuis le plus 

grand nombre entier compris dans j- — 2 jusqu'à p — 5, et en remarquant 

que chaque dénominateur aura w-[-3 facteurs binômes, on obtiendra tous les 
termes dont f{m — p) est composé. On a donc 
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(d) ( -^ ^'"' r) — ^~ gn+3 ' • (,^, _ 1) (,,^ _ k) (m — A-') . . . {in — A:(«)) (m — p + 2) 

Ayant ainsi trouvé les quantités /(O); /(l), ^(2) . . .f{vfi — 3), on a ensuite 

<p(0) = «./{l) + i/3./(0), 
(e) (9,(l) = 2«./(2)4-|/3./(l) + p^.y(0), 

9)(2) = 3«./(3)+f/5.y(2) + 2;.,/(l) + fcî./(0). 

8, Appliquons ce qui précède à un exemple, et proposons-nous de ré- 
duire l'intégrale 

On a w=4, « = 7w — 3 = 1, donc 

-P[y(o)+/(i).^]- 

Par les équations précédentes on a, en faisant w = 4, 

^(l) = -i' /W=lS'' /(2) =/(3) = etc. = 0. 
En substituant ces valeurs dans les équations (e), on aura 

En substituant ces valeurs, on aura 

/x^ dx / - ^d ^ a \ r dx 
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9. Dans le cas où ft = y=:â = Oj la valeur de J(m — p) se simplifie 

beaucoup, et se réduit à un seul terme. En effet, comme ê^^> = ê^*^ = €^'^ = 0, 

é^*^ = a^ il est clair que tous les termes s'évanouiront dans l'expression de 

/{m — p)j excepté ceux dans lesquels on a k — l=fc' — k=:k'' — k^ = ' - - 

=:^_2 — fc(")=4. On a donc k='6, fc' = 9, fc"= 13, . . . fc("> = 47^4-5, 

p=z4:n-\-ll^ d'où n=^-—r — . Chacune de ces quantités n, fc, k\ . . . fc^"^ n'a 

4 

donc qu'une seule valeur, d'où il suit que /(m — p) ne contient qu'un seul 
terme. De plus comme on a trouvé j^ = 4n-|-ll, il est clair que toutes 
les quantités f(rn — p) s'évanouiront, excepté celles de la forme 
/(m — 4:71 — 11), dont la valeur est 

f_^Y+i (m — 3) (m — 7) ( m — 11). . .(m — 4n — 7 ) «**+» 
(~ 1) (m — 1) (m — 5) (m — 9) ... (m — 4 n — 9)' ' '^^^ ' 

ou bien en mettant n — 3 au lieu de w, 

f(m-4nA-l)-(-lY ^"^^^^ ^'''—^ ^'^~ ^^l^i^^^'^^ . «''"' . 

Pour détenniner ^^(O), (p{l\ 9^(2), il faut distinguer quatre cas: 

1) si w = 4r, 2) si m = 4r-}-l, 3) si m = 4r-}-2, 4) si m=i:4r-^3. 
Dans le premier cas on a 

En faisant « = r, on a 

-y-^ , -,, 5.9. 13...(4r — 3) «■■-' 

JW — K— ^) 3;7Vll...(4r"—l)* £-•"'' 

y (0) = «./(!), (p{i) = <p{2) = 0. 
Dans le second cas on a 

(4,._2)(4r — G)...(4r — 4y/ + 6) ««-^ 



c" 



/(4r _ 4n + 2) = (- l)'» ^r (4r- 4) .7. (4r - 4n -+4)- 

En faisant n = r, on a 

. / ,., 6.10.14...(4r-2) «-1 

/(2) = (— 1) - 4.8.12.;.4r "• er ' 

y(l)r^2«./(2), 9) (0) = </) (2) = 0. 

Dans le troisième cas on a 

/•^r A„A.^^-( ,xn (4r-l)(4r-r»...(4r-^«+_7) a-» 

a 

En faisant n = rj on a 
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/./oN_/'_iy7.1115---_(4r — 1) a;^ 
/ l^j — V ^>' 57 9 : 13 . . . l4r -i- i) ' "e-- 

<p(2) = 3«.y(3), (p{0) = (p{l) = 0. 

Dans le quatrième cas ou a 



fUr-4n4^4.)-(-lY 4r(4r-4)(4r -8). ..(4r-4n + 8) a- 
/^rtr *7^-f-^;_|^ i; . ^4^ _|^ 2)(4r— 2) . . . (4r — 4w + G) €« 



n— 1 

- > 



donc 

/(l) =/(2) =/(3) =0, y (0) = 9> (1) = <p{2) = 0. 

10. On a vu que trois fonctions transcendantes sont nécessaires pour 

-— , P étant une fonction entière. Donc si Ton 

veut réduire ce nombre, il en résultera nécessairement certaines relations 

CPdx 
entre les quantités a, /?, y^ â^ e. Si Ton veut par exemple que / —pr soit 

J yR 

intégrable algébriquement, on doit faire (p(p) = (p{l) = (p{2) = ^ d'où il 
résultera, entre les cinq quantités a, /î, /, â^ f, trois relations, par lesquelles 
on en peut déterminer trois en fonction des deux auti'es. Détenninons par 

■— _- devienne intégrable algébrique- 
ment. 

On a vu précédemment que dans ce cas 

Connue ces quantités doivent être égalées à zéro, on trouvera 

'^ == f • i • ■ = Il — ' 

/9=z2. A--^=5 •+§ • - =14 • j 



donc 



" ^ g Y5 6 g3 ' 



^^=ill4+li--^^+fl-v=«*H-<^-«/+*^*; 
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donc lorsque R a cette valeur, on a 






A-,*.-i4*i^^- 



£n faisant J = 4 et e:^5, on obtiendra 

-7 .=^J--^. ^^ __ = 1 (a; _ 1) l/l j- Sx + S^» -P4a;»+ 5i*. 



/l 



Réduction île Cintéarale 1 -.^^- . 

11. Pour réduire cette intégrale il faut, d'après ce qu'on a vu précé- 
demment, différentier QYÏÎ en supposant Q fractionnaire. Faisons d'abord 

^ _!//(!) . 1/^(2) , j/'(3) . rp(fn-l) 

'^ — a — a'^(x-ay^{x-ay'^ ' "T (^._^)«--i ' 

d'où l'on déduit en différentiant 

,>j iff{l)dx 2ipi2)dx Si!}{S)d.v (m— 1) i//(m— 1) Ar 

Pour rendre les calculs plus faciles, faisons 
Pour déterminer a', /?', y\ â\ «', mettons x-}-a au lieu de a-, nous aurons 

On tire de là 

a' = a + /îa -|- /«* + <^«' + *«^ 
/?' = /? + 2;^a + 3(Ta* + 45a^ 

/=/ + 3(Ta-[-6fa', 

J' = (J4-4€a, 

En différentiant i? on aura 

-^=/9'-f 2/(x — a) + 3J'(x — a)*-[-4*'(x — a)^ 

Maintenant la différentielle de ÇyH donne 



(f) 
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donc en substituant les valeurs de i?, Ç, dR et dQ on obtiendra: 

Supposons 

^^<,'(0) + <,'(l)(x-a) + y'(2)(a:~a)«+f^I + ^^i^,+ . . . +_xM^. 

Cela posé, on obtiendra aisément 

</,'(!)= i,J>(l), 
ç.'(2)= *V(1), 

;t(i>) = — «'(i» - 1) vCjp — 1) — ^' (i» - i) v(2>) — /i> v(p + 1) 

-^'(i>+i)v(jp+2)-«'(i'+i)v(p4-3). 

Faisons 

V'(0) + y'(l) (^ - «) + <^'(2) {X - af= q>{0) + q>{l) x + y(2) a;», 
nous aurons 

y(0) = y'(0) - « Ç»'!!) + a* ¥''(2) = - «'V(3) - i <î>(2) - (i aJ' - t'a*) v(l), 
y(l) = <p\l) - 2a ç)'(2) = (i <J'- 2 a«') .^(1), 

<^(2) = </''{2) = «V(l), 

ou bien, en substituant les valeurs de J' et b\ 

(g) j 9>(l) = i<^V'(l), 

( «y(2) = «V'(l). 

12. Si Ton multiplie la valeur de S par -- , et qu'on prenne ensuite 

l'intégrale de chaque membre, on obtiendra en substituant la valeur de Ç, 

.(0)/^+.(l)/-l^+.(2)/|- 

(h) { + ^(i)/(-_t; ,n^^k^,n + • • • + ^(-)/(.---?--V^ 

~" ' \ « — a ' (vr— a)« ^ (.r— a)» "^ ^ (*— a)^i j 

Tome II. 13 
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Il est clair que par cette équation on peut toujours réduire l'intégrale / 

* - peut donc 
——} / -7— » \-f et par l'intégrale 



/, 



; mais celle-ci est en général irréductible. Je dis en général, 



(x — a) iR 

car on conçoit qu'on pourrait déterminer les quantités a, a, /î, y, (T, «, de 
telle sorte qu'elle devînt réductible, ce qui a effectivement lieu, comme on 
le verra ci-après. 

En faisant dans l'équation (h) / {m) = — 1, / (2) = ;j (3) = / (4) 1= • • • 
= X (^ — 1) = 0, on obtiendra 

' ( j;— a ~r(a:— a)* •"(.!;"— a)» 1 "«"(x—a)"-! 

13. Pour déterminer les coefficiens, faisons dans l'équation (f ) p=l, 
2, 3, ... m, nous aurons les équations suivantes: 

X{l)=-i /?>(!) - rV(2) - i (î>(3) - 2* V(4), 
= «>(1) + f /ÎV(2) + 27 V(3) + 1 cy>(4) + 36>(5), 
= 2«>(2) + 1 /î>(3) + Sp'Xé) + i J>(5) + 4s 'v/(6), 
= 3« 'v/(3) -f i ^>(4) + 47>(5) + 1 (r>(6) + 5* V(7), 

=(«ft — 3)a'v/(TO— 3)-|-(w — |)/9Xw— 2)-|-(m — 2)/v'(»«— 1)7 

=(to — 2)aXm — 2) + (m— f)/9V(TO— 1), 

1 =(m — l)a'^(m — 1). 

En éliminant on trouvera 

1 1 



y/ (wi — 1) == 



- ^ ' ■ — * ■ 

m — 1 a' 



,,,/^ 9\— (»" — I) /*' 

^^"'-^^--(m-l)(m-2)'â'« 

, _Q\_ _ (m— f)(m— j)__ £>_ (m — 2) y' 

y,[m. ^J — (^_i-)(,„_2)(«_3)- o's (m-ï)(»«— 3)" a'» 

Pour exprimer le coefficient général, faisons E=fx. On tire de là 
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/ /. oi <^/'<» / d'^fa M d ^fa , d*fa 

« — /«, /'— -^» ?'— 27^' ^~~273Trf^' * ~ 2. 3. 4. do*' 

Cela posé, on aura en général 

(k) < .(A)""^' (m— 1) (»» — *)(»»—*').••(»»— *<"')(»»— P) 

^1.2...(A;-l)da*-»'l.2...(A;'— A:)da*'-»' * ' 1 .2 ...(/>—/&<-)) *»!-*<"' ' 

le signe ^ ayant la même signification que dans l'équation (d). 

Ayant ainsi trouvé y}{m — j?), on aura (p{0\ ç'(l), ç>(2) par les équa- 
tions (g), et xiX) P*!" l'équation 

(1) x{i) = - i/'a v(i) - o V'(2) - 1 rr2^ V(3) - 2 Ti:f4 V(4). 

/de 
p^. On a m = 2, donc 

• ' « — a 

,.._ 1 _ ' 1 

^^^ ~/a ~ a + /9a+yo»+da»+ca* ' 

9'(0)=-aa<^ + *«*)^' 
En substituant ces valeurs, on obtiendra 

{x^afifx~ T^ J'^fx'^W^j'ïfx'^f^iy/x 

^ faJ(^~a)Vjfx {a: — a) fa' 

Si a = on a 

13* 
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15. Par la forme qu'on a trouvée pour les quantités ^^(1), V'i^^ ^^-j 
il est évident que l'équation (i) peut toujours être employée si a'^0; nais 
dans ce cas elle devient illusoire à cause des coefficieiis infinis. Il faut donc 
considérer ce cas séparément Or a étant égal à zéro, on a /(^w) = 0, 
donc l'équation (h) prend la forme suivante: 

' \x—a ' (x — af ' • \^x — af] 

OÙ Ton a mis m-\-\ à la place de m. Dans cette équation on peut faire 
m=l. Donc il est dans c^ cas toujours possible d'exprimer lintégrale 

7^ par les trois intéorales 

{x-afiR ^ 

/dx Çxdx Cx^iix 
yM^ Jvii' j yB' 

Pour achever la réduction, faisons ;f(m)= — 1, j[{^l)=ij^\2)=Z' * * = 0. 
Par là on obtiendra 

£n faisant maintenant dans Téquatiou (f) ^ = 1, 2, t\ . . . vij on obtiendra 
les équations suivantes: 

= 1 ,r^2) 4- 2/v(3) + 1 ^'n-i) + 3*'V'(5), 
= 1 ,^V(3) + 3;- V(4) + i â'n^) + 4*'^;(6), 



= (m-|)i9'V'(m-3)4-(ro-3)/y'(m-2)-|-(»j-|) «Ty. (»»- l)+(»i-2)*V(wi), 
= (m-f ) .?'V' (/n-2)+(j/i-2);''v' {m- l)-J-(,«-|) (f'tf {m\ 
= (,«-|),^V'(/«-l)+(»i-l)y>(iH), 

De ces équations on tirera en éliminant: 
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( ON— (m— l)(m- 2) y* _ (w>^l)_ / 

^^™ ^^ — (m-^)0«-|)(m-f)>'» " (,„_^) (,«_!)>'«' 

etc. 
Le coefficient général peut s'exprimer dé la manière suivante: 






16. L'équation (r) a lieu si a' = 0, c'est-à-dire si a -\- /3a -{- ya^ -\- 
Ja^-}-«a* = 0, 11 suit de là que x — a est facteur de R. Donc: 

"Toutes les fois que x — a est facteur de liy on peut exprimer Tinté- 

, r dx , • ' . / ^ C dx fxdx Cx^dx ^^ 

ffrale / -— - par les trois intégrales /----> /- > /*-/". iJans 

tout autre cas cela est impossible, car Féquation (h) suppose w > 1 ." 

/dx 
— — — --.. , X — a étant factem* 
{x — a)VR 

de R, Comme m=l, on a 

1 2 

I /équation (w) donne i^(l)= - =7/-, et les équations (g) donnent 

if ^ / ^ 

<^(0) = - K + i âa) v/(l) = - (^^'^^-''^^ , 

y(2)=*v(l) = ^- 

En substituant ces valeurs on obtiendra 

/dx ^ _(^^(^^aô) Çdx , d Cxdxj^ 2e Cfdx _ 2 VB 
{T^aiVB ~ " T^' J VB "^/'«J VB'^raJ yjt ~ fa x^a 
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Soit 

R=^{x — a){x~ a') (x — a") (oj — a'") =/«, 
on aura 

â= — {a-^ a'-\- a"+ a'"), s = 1, fx = {x — a') (x — a") {x — a'") -| 

fa = (a — a') {a — a") (a — a'"). 
En faisant ces substitutions, on aura 

J {'^~Za)YB ~ j;;r^a^a-a")(a-a"') J yÏR ~ (a-a')(a—a'')(a-a"') J y^ 

_l 2 r^dx 2 VB_ 

" {â^a') (a — a")"(«r-^^flr) J "^R ' {a—a'){a—a''){a — a"') x—a 



17. Cherchons maintenant à trouver une relation entre des intégrales 

dx 



de la forme / ^ — r-- • Pour cela faisons 



En dîfférentiant, on voit aisément que la forme la plus générale qu'on 
puisse donner à Q est la suivante 

A A* A'' A'" 

'^ — x—a^ x — a'^ x — a''^ x — a"' 

X — a, X — a\ X — a", x — a'" étant les quatre facteurs de R. On a donc 

^^'^h-%R + ''^'^h-^R + '^H.v-^m + ^(')/(.-->) vr 

""'■^ (x— a"" «— a'' " «-a'"! jr-a'"/' 

;. - etc. trouvées plus haut, 

{x-a)^/R ^ ' 

/ ,_, 2ea«+a<J , ,..2m'*-\-a'd , .„. 2ea'«+a'«ï , ,„. 2ea"'»+a"'<î\ f dx 
- ( ViO) -7>T- + y(l) -7^^- + y(2) —f'a" - + 9'(3) — /.Jr- - ) j ^^: 

1 / ^y(0) I ^) I 'ï«)r<2) , <J9<3) \ fxdx 

"•"!/'« "T /'a' "T/'a" ~^fa"''jjys 

, [2ey(0) , 2«^y<l) , 2«qr<2), 2e9<3)\ r««<tr 
■ri/' a + fa' +'/«" "•"/'«'" j j Viî 

— '■"1 x — a " «—a' "^ x—a" ^ x — a'" ( 
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On a donc 

_2<K0) ,,__2jf(i) ..__2jr<2) j,„__2if(3) 
~ • fa ' ^ — _/ V ' 7 'a" ' ' "~ /'à''' 

On voit par là qu'on peut faire l'une quelconque des quantités A, A' etc. égale 
h zéro. Soit par exemple A"'=Oj on aura 

A''= — A — A', 

A[2e{a*—a''*)-\-(r{a~a")]-\-A'[2((a'*—a''^)^â{a'—a'')] = 0; 
donc 

^ - - ê^'^-^dK^^) ^=2*(«'-a-)+<J(a-a'')=.(a-a'')(a+a''-a'-a"'), 

en faisant 

A = 2s{a''*—a")-\-â{a''—a') = {a''—a'){a''-\-a'—a — a"'), 
et par suite 

A"= 2e (a'*— a») + (î(a'— a) = (a'— a) (0'+ a — a"— a'"). 

On en déduit 

<p{0) = ^{a — a') {a — a") (a — a'") {a! — a") {a'-^-a' — a — a"'\ 

ç)(l) = i (a'— fl) (a'— a") (a'— a'") («"— a) (o -f- a- — o'— a'"), 
ç)(2) = \ {a" —a) (a" —a') {a" —a") (a — a') (a -f- a' — a"— a"'\ 

Cette équation contient, comme on le voit, une relation entre trois quelcon- 
ques des quatre intégrales 

/dx Ç dx r dx Ç dx 

{x^ajVR ' J ~(x'-'a:)^/Ti ' J ~(x—a'')VM ' J (x—a'''')VU ' 

d'où il suit qu'on peut en déterminer deux par les deux autres. 

18. Proposons-nous maintenant de trouver les relations qui doivent 
exister entre les quantités ç>(0), ç>(l), (p{2) pour que l'expression 

/dx 
— - 
{x — a 



va 



)iR 
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On voit aisément par ce qui précède que x — a doit être facteur de B,. 
On peut donc à cause de l'équation (n) faire: 



^•')/vvë+*(i)/vt+*<# 



iït 

B' 



= a( ^- -^A'( ^•^ + l/5f^?- + 



X — a ' X — a 



T- et / , - données par Féqua- 

tion du ni 16, on obtiendra: 

/f\\ I A 26a*+a(ï , .,2ea'»+a'd\ C dx , / /^v . ô a^ ^ \ f^^^ 



VB 



B + lf_ B'-\- ^ 



On a donc 

(p{0) — :^B{2ea*-\-aâ) — ^B'{2ea"-\-a'â) = 0, 
<p{l)-[-iâ{B-\-B') = 0, 
(p{2) -^e{B-^B') = 0. 
£n éliminant B-\-B' entre les deux dernières équations, ou aura 

2s(p{l) — â<p{2)=z0, d'où (p{2) = ^<p{l). 

Voilà donc la relation qui doit avoir lieu entre qi{2) et y(l). En faisant 
(p (1) = et y (0) = 1, on aura 

(p{2) = 0, B'= — B, l=|i?[2e(o*— a'*)4-J(a — a')], 



D ^ »' 

^~(a — a'){a-\-.a'—a"—a"')~ ' 



donc en substituant, 



f'dj: _(a — a'')(a — a"') /" <U («'— a")(a'— a'") T d.c 

J Vli ~ (a'' + 'a"'-â-a')J (JZ „) y M "^ (a"+a"'-a-a')J (^~«" 



+ 



(.r -a)VM (« + « - «- « ) J (x - a') VE 

2 va 



(a-\-a'—a" — a"'){x — a) (x — a') 

Si l'on fait q)(0) = et (p(2) = 1 , on aura 
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B [2« (a^— a") + S{a — a')] — [ 2a'» + a' y ] = 0, 
d'où Ton tire 

T> _ a\a'^a — a '' — a"') 
^ — (a + a'— a"^^"'"'y(a — a') ' 



5' = 



(a -f a' — a" — a'") (a' — a) 

En substituant ces valeurs, on obtiendra 

/.f*dr j^ 5 r^'^a: a'(a' — a — a'' — a'"). /'a Ç dœ 
Yïf^^jy^ — rÇi'^^a) (^ipa'— ««-«"') J ùT^ 



(« — à) VB 
a(à — a'—a'' — a"').f'a' C dx 

, y^ /a'( a'— g — g'^ — g'") g (g — g' — g" — g"') 

"T (g _ g') (g _|_ g' _ g" _ «'") ( "" j;— g " X — u' 

/'dx 
-j=z par les in- 

r^. et / 7^: mais cela na pas lieu pour les inté- 

, Cx^dx , Cxdx nij ^ ^ ^ i> • fx^dx , d Cxdx , 

grales / et / — ^ • U est seulement 1 expression / — r "ô" ; "7^" qu on 

peut exprimer de cette manière. Dans le cas où a-\-a' =^a" -^a'^'^ les 

deux équations du numéro précédent deviennent illusoires. Dans ce même 

/dx 
-=-. etc. 
{x — a)iR 

En effet, en multipliant une des équations du numéro précédent par 
a-\-a' — a" — a^^\ on obtiendra 

fa^a^'^ia-a"') f— ^^ + (a'-a")(a'-a"') f '^-. = — -.- ^/.^ ,. ; 

ou bien, puisque a — «'''= a" — 6i' et a' — a'*' ^=^a" — a, 

r dx I r ^- 2V^ 

j (^Z'iû^g ' j (^_a') Viî ~ («"— «) («"- «') (^ - «) (A- — a') ' 

R=^{x — a){x — a') {x — a") (x — a — a'-f- a''). 
20. Nous avons maintenant épuisé le sujet de ce chapitre, savoir de 
réduire Tintégrale /— .^ autant que possible par des fonctions algébriques, 
et nous avons donné des équations par lesquelles on peut, avec toute la 

Tome n. 14 
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facilité possible, réduire une intégrale proposée quelconque de la forme pré- 
cédente. 

Reprenons les résultats généraux: 

1. Lorsque P est une fonction entière de x, \—r^ ^st toujours réductible 

aux intégrales / -^- > / - r-^ » / ,— • 
^ J yCE J VB J VB 

/Pdx 
- — r- est ré- 

/(ItX t V {oX / «2/ clx 

— - ? / / - ' / .-- et à des intégrales de la 



forme / 

J {x — a 



dx 



/(Le 
— est réductible 

/dx I X cLx / ii7 cLx 
-p- ' l i—'> I ,-- ' mais dans tout autre cas cela est 
^R j m j Vit 

impossible. 

4. Il est impossible de trouver une relation enti-e plusieurs intégrales de la 

forme / --, à moins que x — a ne soit facteur de 2?, mais alors 

on peut trouver une relation entre trois intégrales de cette forme; si de 
plus a-|-a' = a"~[~^' "? ^" peut trouver une relation entre deux d'entre 
elles. 

5. L'intégrale / --— peut s'exprimer par deux intégrales de la forme / ^-- • 

J \R J [x-<i)yR 

X — a étant facteur de 2?, si a -|- a' diffère de a^' -[" ^ '• ^^^ inté- 

/X(i-V i ir (1 c 

— .. et / ^' \ au contraire ne peuvent pas être exprimées de 

cette manière. 



CHAPITRE II. 

'Pdx 



y Pdx 
jmr des fonctiam logarithmiques, 

y'JPd^ 
par 

des fonctions algébriques, et nous avons trouvé que son intégration exige les 
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p . . Cdx rxdo! ra:^dx ^ f* dx . , , 

quatre lonctions suivantes / - -* / -, — » / — ; — et / : ~-, qui en géné- 

^ JVR JVli J Vli J{.T-a)Vli' ^ ^ 

rai sont irréductibles par des fonctions algébriques. Dans ce chapitre nous 
chercherons les relations qu'on peut obtenir entre ces quatre intégrales par 
des fonctions logarithmiques. Pour cela il faut trouver la fonction logarith- 
mique la plus générale dont la différentielle soit décomposable en termes de 

la forme 

Ax^da Adx 

car en intégrant la différentielle ainsi décomposée et faisant usage des réduc- 
tions du chapitre précédent, on obtiendra la relation la plus générale qu'on 
puisse trouver par des fonctions logarithmiques entre les quatre intégrales 
proposées. 

22. On peut se convaincre aisément que la fonction logarithmique 
cherchée doit avoir la forme suivante: 

r=4iog(P4-çp) + ^Mog(P'+ç'p) 

+ A" log(P''+ Q'^R)^ h^^"' l^g (P<*'> + Ç^">p)? 

P, Q^ P\ Q' etc. étant des fonctions entières de a-, et A^ A' etc. des coeffi- 
ciens constants. 

Considérons un teiTne quelconque T =i A\og (P -^^ Q\Ê\ En différen- 
tiant on aura 

ou bien, en multipliant en haut et en bas par P — Qyï^i 

(11— A ^ P*- C2«iî ' " "T" ^ ' {P*-Q*R)WR ' ' 

d'où l'on tire 

r^4iog(P^_^»i?)+^ riPQ.^i?+(P^Q-^ Q^p)i^, 

Il est aisé de voir qu'on peut faire abstraction du premier terme de dT qui 
est rationnel, et qui donne, dans la valeur de T^ le teiine -2-log(P* — Ç*i?); 
en retranchant donc ce terme de T, il restera 

14* 



• • • • 
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On peut donc faire 

La différentielle de cette expression ne contient aucune partie ration- 
nelle; on aura en différentiant 

_ PQdR -\- 2 {PdQ — QdP) R . ^, P' Q' dR -\- 2 jP' dQ — Q' dP') R . ^ 

~~ {P*-Q»R)yR ~f~ {P'*—Q'*R)yR "^ ' 

~ Vb' 

Pour trouver S\ considérons le terme 

. PQdR + 2{PdQ—QdP)R _ M dx 

~ (P» - Q* R) VR ^ ^'Vii' 

De là on tire 

N~ P*-Q*R 

En différentiant N=P* — Q*Ii on aura 

dN=2PdP—2QdQ.R—Q'dR, 
d'où 

PdN= 2F*dP— 2PQ dQ.R— Q*PdR, 

et en substituant pour P* sa valeur N-\-Q*R^ 

PdNz= 2NdP-\- 2Q*RdP— 2P QRdQ — Q^PdR-, 
c'est-à-dire 



^^-dx'--^ -dx _ PQdR + 2 {PdQ - QdP) R ^ 



donc 



Q dx 



2N^~ — P^- 
M= A -----Q -—- , N=P*~ Q'R. 



? 



23. Par la valeur qu'on vient de trouver pour Mj on voit que si 
(x — a)"* est un diviseur de N, (x — a)*""^ doit être diviseur de M] donc ^ 

ne peut contenir aucun tenne de la forme — ? m étant plus grand que 

\X ^~~ CLj 

.M 
l'unité. Les termes fractionnaires contenus dans la fonction -j.f sont donc tous 

N 

de la forme • Si de plus x — a était facteur de 72, il le serait aussi 

de P, donc dans ce cas M et N auraient x — a pour facteur commun. Donc 
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AT ^^ P®^^* contenir aucun terme de la forme , x — a étant facteur 

de II 

M - 

Pour trouver la fonne de la partie entière de ^ , supposons que P soit 

un polynôme du degré m, et Q du degré n. 

Il faut distinguer trois cas: 

1) si m>n-|-2, 2) si m<n-\-2^ 3) si m = n-^2. 

1) Si m>n-[-2, ^ est du degré 27n, et Jf du degré m-j-n-|-3, donc 
.rr est tout au plus du degré 0, donc la seule partie entière qui puisse y 

être contenue, est une quantité constante. 

2) Si m < n -[- 2, ^ est du degré 2n -|- 4, et ^ du degré n -[- m -[- 3, 

M • . . 

donc -^ est tout au plus du degré 0, et par conséquent sa partie entière 

est une constante. 

3) Si m = n -f- 2, N peut être d'un degré quelconque moindre que 2m. 

Soit donc 'N du degré /^, on voit que M est du degré ^-[-m — 1 — n = 

M 

/^-j-1, si /il n'est pas égal à 2n-|-4; car alors M est du degré fi et -vv 

M 
du degré 0. Donc dans ce cas -^ est tout au plus du degré 1, et sa partie 

entière est de la fonne J3x-^B\ 

M 
De ce qui précède il suit que ^ est toujours de la fonne 

-^ = /ia; + ii' + -^-f— ^-^-1— ^■% + - • • ' 
X — a, X — a\ X — a", . . . n'étant point des facteurs de B. 

— — est irréductible dans tous les cas; 

elle constitue donc une fonction transcendante particulière. 

D'après la valeur de », il est aisé de conclure que t- a la fonne 

d'oh 

r = lJ'^ ^k'f''^-\-Lf- - ^"^ ; + . . • 4-L<^ {- -^- - - 
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Voilà donc la relation la plus générale qu'on puisse trouver entre les 
intégrales proposées. 

24. Pour appliquer l'équation précédente, je vais résoudre les cinq pro- 
blèmes suivants: 

- _ et / - — ^j^- — par le plus petit 

/dx 
— — -. 
{œ — a) \R 

/Pdx 
au plus petit nombre possible d'intégrales 

de la forme / y- - , P étant une fonction fractionnaire de a-, et l'inté- 

/dx 
- • 

3. Quel est le nombre le plus petit d'intégrales elliptiques enti'e les- 
quelles on peut trouver une relation. 

/(k-{-k'x\dx 
- —^ - - - - qui sont inté- 

grables par des logarithmes. 

/dx 
_ qui peuvent 
{x — a) y R 

/dx Çxdx * 

,. et / 7- au moyen des logarithmes. 



Problème L 



— par le plus petit notnhre posaiNe d^hit/grales d4* la forme 

/dx 
{x — a)yji 



25. Soient P, Ç, P\ Q\ P% Q/\ . . . P^% Ç^% respectivement des degr^ 
w, n, m\ n\ m'\ n" ^ . . . m^% n^''\ ces quantités contiennent m-j-r2-j-w'-|-n' 
-|_. . .-|_.7yi(«')-|_7j('')_|_7--|_ 1 coefficiens indéterminés. De plus les coefficiens 
A^ A\ . . . A^''^ sont au nombre de r-j-l- On a donc en tout 7?i-|-7i~[-7/i'-|- 
n'-|- . . . -|- m^'"^ -|- n^^^ -|- 2r -|- 2 = a' coefficiens indéterminés. 
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Supposons qu'on ait 

'm = n-^2, TO'=n'-f-2, . . . m^'-»=n^'-'^-{-2, 

îft(«>nf'"-j-2, m^'+»>n^'+»-\-2, . . . m<'+''-»>>n''+''-«-|-2, 

w<'+''><n<'+'''+2, . . . w<'><w<'>+2. 

Il suit de là que 

N est du degré 2m, 

N' 2m', 

N" 2m% 

^<'-« 2ot<'-% 

iV") 2m^'\ 

]S[(r+p--t> est du degi-é 2m^'+''-'\ 

JV<'+''' 2n"+''>-|r4, 

^(K+K'+i) 2n<''+''+''+4, 

.j ........ . 

iV^('> 2«'"4-4. 

Par là on voit que 

OÙ 

V = 2m + 2//i' + 2//i" -] ^2m<'*+^'-^>-f 2n<'+'''>+2n<'+''+^>-| |-2n<'> 

Puisqu'on a a' coefficîeiis indéterminés, on peut faire en sorte que S 
devienne de la forme: 

h et fc' étant quelconques. 

On peut donc exprimer / ^ ' ^^ par v — a'-|-2 intégrales de la 
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/dx 
— • Il faut maintenant déterminer m, w, vi\ v! etc. et r de 
{x-d)iR ' ' ' 

manière que la quantité v — a -]-2 devienne aussi petite que possible. 
On a 

Donc 

_j_ 4 (r _ p __p'-|_ 1) _ 2r -|- 2p. 

On voit sans peine que cette expression devient minimum, en faisant p'=0 
et r = p — 1- On obtiendra donc v — «'-(-2 = 2, r restant arbitraire. 11 
s'ensuit qu'on peut faire 

A^ I A'^' I I .V^^^'^' -h I h'x I ^+^^'^ 

= fc 4- fc'x -j ^ — I 7 • 

* 'or — a ' X — a 

dx 

En multipKant par — - et intégrant, on aura 

/{k -\- k'x) dx rp/ T f ^ Tf Ç ^'^ 

26. Comme r est arbitraire, il est le plus simple de faire r = 0, ce 
qui donne 

P+QVR 



T = A.log 






F" QVR 
De plus, comme n est arbitraire, soit n = 0, d'où m = n-|-2 = 2. Faisons 



donc 



on aura 



Soit 



P=/+/x+/V, et Q=l, 
if=^(2ivf-Pf)=:^(pf-2i2f). 

dx dx ] \ dx dx j 
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on aura 



D =f - «, 

= 2/'/" -(î, 
=/"»-«. 

De ces équations un tire /"=: y «,/'=— • On a de plus 
i/=4[2(/) + A^ + Aa:')(/ + 2/''a:)-(A + 2Z),a:)(/-|-/a;+/'V)] 

On tire de là 

G, = 4ADf" 4- ADJ' - 2^/),/ 

C, = 3 vl A /" = 3 ^ A V« . 

C, = 2^A/" = 2^A}^, 
donc 

oîi l'on a fait pour abréger 

et G— -^1^*3 —^Ih ) ^ C' 
' D\ ' 

Soit 

^•3 I / ^i Ih — ^J 'h 7, 

On aura, en substituant les valeurs de Cj, Cj, A 6t />,, 



fc' 



- ? 



. _ j/>, Vc _ *;_ 7>i _ ^•' 2//' - ^ 

"" " "A " '~ '^ A "" 2 ■ /'='+ 2/;/"- y ' 
En substituant les valeurs de /' et de /", on eu tirera 

._k(â' — 4ey) + 2k'e,i 
''~ 2(dA:' — 4eJfc)yc ' 

Tome II. 15 
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Connaissant f^ on aura 

D =r - «, 



Soit maintenant 

C'+ G\x _ L . y 

on obtiendra 

/(k -}- k'x) dx j Ç dx j, Ç dx 

VR """" J {x — a)VÊ~ J(^a')yJK 

k' if+A-'^ + Vë.x^+VË] 

2y^ ''If+'.x + Vë.x^-ylii 
[ 2ye J 

•ce qui est la réduction demandée. 

27. Appliquons cette équation au cas oîi k = et k'=:l. Dans ce 
cas on aura 



D 



d 

_ c/S» — ad' 



— t 



donc 



A = 0, 

r' — i- — ^ 

20 2e' 



'•+^^ '-V-i '+V-1 
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OÙ l'on trouvera 



^=if. + icy-jyj 



J)JJ* ' 



^'=i7^-iC"|/--yj 



Eu substituant ces valeurs, on obtiendra 



(x + Vk) Vè 



oh 



1 ^.Ve + -l-..œ-\-Ve.a^+VB. 

^ 2/1? 



G^= — ~- 



- 7 



2(d*+8/îd«»— 4y<5»e) 

28. Il faut considérer séparément les cas dans lesquels quelques-uns 
des coefficiens K, G, H deviennent infinis. Si Z>, = 0, on aura 

le+^/V-r^O, donc/^^l'^f, 

Jj = fc', -^^-^^^ = fc, donc fc' = 3^y7,4=^.. 

Un trouvei'a k=,. — h-„- :. • Soit -yr- = u, on aura 

6/fcc — )!;'<? 



A* = 



2fc'€ 



O D , 



15* 



116 



THEORIE DES TKANSCENDAMTËS ELLIPTIQUES. 



or 






= -^f+ 



Aô D k'f , k'â 

7vf = fca; + /c-l ■ 



on trouvera de plus 



« 



_ p — a 



M . 



fà~liVe 



a!-\-fi 



•y- 



De la Vîileur de ^ il suit qu'on a 



/ 



{k -f- ^'j?) ri^ 



Vîi 



k 

Lsy 



re-/-(lr-^)^j/7;q:^ 



(.r + ju) V/i 



*' 



2} e 



,7^ 



OÙ l'on a 



2 )< E 



y'it 



u 



2k'€ 

Si Ton fait k = 0^ k'=lj on aura 






+ : 






3V 






; +-" -a- +>/£.*•« -yÂ> 



ou 



, 4ey — d* 



,'2 



2e ~ ^'d^-jiB 



On a donc la relation suivante entre les coefHciens or, /9, ;^, cT, f: 

29. Dans ce qui précède nous . avons réduit ^. ^ à, la forme 

~~^^^^.7^Str^^ ' ^'' ^''''^''^ ^'' _ ^«i^ = 2) -f />^ a: + A ^'. On peut 
aussi le faire de la manière suivante. Soit 



i? = (^ + 2X + ra;»)(/ + 2'x + x') 
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OU «aura 

ou bîeii 

N=ip'-\-q'x^x*)[f\p'-{.a'x-^u^)-ip + qx-{-rx')]. 

Soit 

N={j/^q'x-{-x'){D^D,x^D,x'), 
ou aura 

Or M=A[p'^!^ — 2It'^!\ donc 

\ iUr (Le j ' 

M=A{p' + q'x-^a^)[/l-2{p + qx-^rx^y^l^], 
c'est-à-dîre 
J/=^(2/+r/x+x'')[//?+2/;.:c+3/(yx'+4/*x»-2(y> + îx+rx*)(,A/+2/x)]. 

Soit 

M={p'^q'x-{-x^){(J-\-C,x-j-C,a^-\-C,jr'), 

on en tirera 

G=A {fP - 2/i>î'), 

G, = A {2fy -^ Afp - 'ifqq'\ 
g; = A (3/,? - Afq - 2frq'\ 
63 = A (4/f — 4ifr) = 0, à cause de r -^ é. 

- * - 

de cette uiauière, uiais couuue / par là devîcut arbitraire, ou peut le déter- 

f- soit réductible 5\ une seule iutéffrale de la fonue 
VU 



/, 



(Lr 

. Pour cela faisons 



(.r — a) yji 

J)J^/)^x-{-I),a^=I\{;x — af, 

d'oïl il suit que 

1)1 = 41)1)^. 

Eu substituant les valeurs de J\ D^^ I\^ on obtiendra 

(/Y - 7)' = 4 (/V -/>)(/* --'•), 

c'est-à-dire 
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/* ( 2'* — 4p') —f {2qq; — 4p — 4pV) + 2*— 4pr = 0. 

Cette équation servira à déterminer/. Connaissant/, on aura aussi /), 7>,, 
D^ et a. 

Comme M doit être divisible par x — a, soit 

C-^C,x-\-C,x' = {x — a){k-\-Jc'x)', 
de là on tire 

C= — ak, C, = h--ak\ C\ = k\ 

et en éliminant les quantités k et k\ 

C,= — ^- — aC,, ou 6;a^ + 6>+(7=0, 

d'où Ton tire la valeur de a, savoir 

^'~ 2f/, ~ y 4f/J Ci ' 

On a 

M _ 6'+ Ci^ 6;^ _ (^ + ^';r) (j? — a) ^ 

donc 

M _ k + k'x _ k' , k-]~ak' 
A^ D^Çx-'a) D^ ^" I>2 (.2?— a) ' 
k' 

Soit -^ =1? on aura k'=:D^^ donc 1)^ = C^'^ ou bien, en substituant les 

valeurs de ces quantités, 

r-r = A{Sfâ-4fq-2frq'\ 
d'où l'on tire 

A— •^'~'' 

^ — /(:W - 4y - 2rq') ' 

or <y =: rç' -[- «2^ , donc 

' A- *"-^' . 

' .f(rq'~<i) 
c 

Nous avons trouvé /c = , donc en substituant, 

a ' ' 

or (i = pl' -\- p' <l-, donc 
donc 
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— P'L—AP 

et 

M 

En substituant cette valeur dans l'expression de -^ , on obtiendra 



X — a 
donc 

où 

lrq'—q)a 

r W*— 4i>') — /* (2î<i' — 4^> — A:p'r) -{-(f— Apr = 0. 
30. Appliquons cette formule au cas oîi >*=1, q'= — q et p' = p. 
On aura 

r{'f-4p)-{-ri2^+Sp)-\-ç^-4p = 0. 
On tire de là 

On a 

» — 2(/«-r)— l_/i--2"- 
En substituant ici la valeur de /, et réduisant, on trouvera 

a=± y p. 

On aura de même 

f{rq'-q) 2fq Vip — q' 

La valeur de L donne 

En substituant les valeurs trouvées, on obtiendra 
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J y (/> + qjc + *•*) (p — qx-\- .1*) J {x — yp) y{p + qx-\- .r*) (;> — qx -f x*) 



+ 'iVp 



— _ ^,— . log ^^-'!* 

32. On peut par la supposition de Pz=ifA^J*x-\-f"Qi? réduire l'in- 
tégrale / / de plusieurs autres manières, savoir en faisant les suppositions 

suivantes : 

p=f+fx-^rx\ 

1. N=P' — li = k{x — ay. 

2. N-^= P* — R = k{x-\--p){x — a)^, ^ ~f" P étant facteur de R. 

3. N=P^ — Ii = k{x^-\-2^'^'\-9){^ — ^y^ ^*+i^-^ + 2 ^*^^^* facteur de i^. 

Le troisième cas est celui que nous avons traité; considérons encore le 
premier. On a 

donc 

/* — a = fca*, 

2//" — (î=:_4fca, 

f"*—s = k. 

Par ces (équations on peut déterminer les cinq quantités k, a, yj /', f ; 
mais on peut les trouver plus facilement de la manière suivante. Soit 

E = i{x — p){x — 'p')(x — 'p")(x—y"'\ 

En substituant dans l'équation 

pour X les valeurs p, p'^ /^'', p''', on obtiendra 
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i, i' et i^' désignant le double sîgne ±. De là on tire 

{p-p')f'^-{f-r)r=[{p-^r-i{p'-ar]n' 

Eu divisant par p — p\ on aura 
De la même manière 

De ces équations on tire de même 
d'oh 

'' ~\lp-p'){p-p''] '(p-p')Cp'-p''y(p-p'')ip'-p'')i ' 

De la même manière 

^ ~ \{p-p')(p-p"') {p-p') {p'-in "^ {p-p"')(p'-p"') 1 ^ 

Donc enfin 

■^ (/'"-;>'"T(p'-?') (p-y^)(p'-/>"') 

ou bien 

(P:r«)* I i{ p'-ar 

{p-p'){p-p")ip-p"')^'{p'-p)ip'-p'')^p'-p"') 

I i'jj>^af 1 _____'■" •(î!^'!:^.»)! "~ * 

~^{p"-p)\p''-p'W-p"'') "^ (?"'-;>) (p"'-p'){p"''-p'') 

Donc 
où 

^ "^ (p-pOTp'-TÔC^V") "*" ïp' - p)G' -p") (V- p"~) "*" 
p p I ¥ i_ 

'~~(p-p'np-p'')ip-p"')'^(p'-p)ip'-p'')ip'-p"')'^' 

Tome n. 10 



• • • 
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Quant à la valeur de t, de i' et de î", on ne peut faire que /== 1 , 

i' =■ — 1, {" = — 1, car dans tout autre cas on aura/'' = yfc, ce qui donne 
e = 0. Soit donc «::=1, i'= — 1 et *" = — 1, on trouvera sans peine 

c_ g pp'-(p''+p"')-p"p"'-{ r +p') 

~ ip-p'')ip-p"'Kp'-p")(p'-p"y 



G,= 



pp —p p 



C, = -2 



ip-p"Hp-p"')(p'-p"np'-p"') 
p+p'-p'-p'" 



donc 



{P-P"){P-P"'){P' -P")(P -p") 



{p+p'-p''-pn<^*-^{FP'-i>"p'i^+pp'ip''+p''')-py''{p+in=(^- 

Connaissant a, on aura 

:_P+P' + P''+P' 



4a 



f» p-ry -vp -t-p — ^« |Ar. , 

donc l'équation f* — e^k devient, en faisant « = 1, 



donc 



P+P' + P''+P"'-^aYl 



k = 



P + P'-P"-P"' I 

{p + p' - p" - P"'f 



A; = «=l, 



[2 (y + J,'")- 4a] [2 (/,+/.') -4a] ' 



p + p'_|_p"_|_^"'_4a 



/" = yi-ffc = - --- 

y[2 (p + p') -4«J [2 (p"+y")- 4a] 
f='^pp'p''p"'-\-ka\ 

^ 2Vl+ifc 

n reste maintenant à déterminer A et L. On a 



ctx dx 



donc 



et par suite 



M=-Ak{x- af [2a/'+ 4/+ (2/'+ W>1 



M__ ^(2a/'+ 40 + ^(2/'+ 4a/ '')x 



a — a 



-A{2f'+4af")- 



A{2af' + 4f)-\-Aa(2f'-\-4af'') 



a — a 



= 1 — 



X — a 
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donc 



1 



A — — 



+2«r)' 



_ 2 (/ + «/•' + a*/") 



Xr= — 



OU bien 



y'+2«/" 



j 



A — 



2 y(î> + p' - 2a) ( ;,"+ ^>"'"_'2a) 



r _ 9 1 /(« — ?>)("-?>')('* - p") (g — ?>"') 
^ — ^ ^ [2a - ( p + p') ] [2« - ( p" + P'" )] 

Connaissant ces valeurs, on aura 

dx 



J V(.r — p')(a; — >') (.r — p") ( j? — >'") J {a^ — a) V(x 



-y){x-i/){x-f'){x-p"') 



* "^ /+/'^ +r^ - V(^* - p) (^ - p') (^ - p") (-^ - p'") 



32. Appliquons cette ëquation aux cas suivans: 

1/ /// // 

• p = —p^ p ~ —p • 

• p = —Pi p = —p ■ 

Dans le premier cas on aura 



4a ' a 

Donc A et L sont infinis. Dans le second cas, on aura 

a = fe', 

A = i-^ }~^--. = ^-- =, L= — 2y^\ 

^y4a»-(p + p')» 2(p-p')y— 1 '^-^ 



Donc 



P= 



(p — p 



Donc 



yy_rjl2i'P'>^-(i'+i'')*«' + 2}^>'a^]. 



.4, . loff — ■ — — ^ -, . arc tansf — ;=r^ > 

^ p — iii v—v ^py— 1 

et enfin 

16* 
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/ dx 2V~»' r '^'"- 

L^ . arc t^ng _Jp - ?>') V(^--?HgEg)_ 

On a 

(x«-^*) (x«-p") = {x-p) {x -p') {x +p) {X +i,') 

Soit J'-f~i''^^^2> ®* pp' = r, on aui*a 
Donc 

rf.r 






■/(i*+^ -f" ^) (^* — Ç''^ + ^) •^ (^ — V^* ) V(^^^-\- q^ + ^) l'î''* — qx + »•) 

1 ^ Vt*^ 4r l/('.r2"+ 7.C + r) (a^—qxA- r) 

. arc tanff — ---. — -^ — ■ — ^,„ — - — — - ? 

la même formule qu'on a trouvée plus haut, mais sous une autre forme. 

33. Il est à remarquer qu'on peut toujours supposer que P n'ait aucun 
facteur commun avec R\ car soit R = R'r et P=iP'r^ on aura 

^ P—Qili ^ P'r - q Vli'r 

= log -?+ ^' ^^ = i log ^'^ ^; + ^^^''?: '' 

^ F'Vr—QVR ^ ^ (P' Vr- QVR )» 

expression dans laquelle P'' =zP'^r-{'QUi' et Ç'=2P'Ç; et il est évident 
que P'' n'a point de facteurs communs avec R] donc etc. 

Voilà la raison par laquelle . nous avons trouvé la même formule de ré- 

-T=r , soit en supposant P facteur dé i?, soit noiL 

Néanmoins il est utile de supposer P facteur de R^ car les calculs devien- 
nent par là plus simples. 
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/ 



Problème IL 



Trouver les condùions nécessaires jmtr qtte 
a-^+ifcr— Vof- 1-1 J^k'x + k dx . , P+QYR 



— m ^- 



af*-\- /^«"-i^ 0?"-^+ . \-Vx + ^ ^R ' P Q ^R 



34. On peut se convaincre aisément par un raisonnement analogue à 
celui qu'on a employé dans le problème précédent, qu'on doit faire 

n étant un nombre entier quelconque qui satisfait à la condition: 

2w -|- 4 ^ m. 
Soit 

^rnj^ lim-D^m-i _^ ^rx-\-l = {x — a){x — a'){x — a'')...{x — a<—*>). 

Pour que -j^ soit réductible à la forme: 

;r-. -|_ ^(1—1) ;r—i _^ \.k ^ M' 



ar + /("•- 1) J--1 -\ 1- / (;r — a) (jî — a') {x — a'')" . ."(,r — a<"^î>) 

il est clair, selon ce qu'on a vu précédemment, qu'on doit faire 

(1) N^ P' — Q'R= C{x — ay {x — aY ... (a: — a'^-'Y^''' = CS, 

où 2n-f 4 = /i + /i'-}-^'^-] [-/i<— ^>. 

Il s'agit maintenant de satisfaire à cette équation. 

35. Première méthode. Supposons que 
on aura 
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• • • 



_|_^^(2n+S)^2«+3_|^^ 



,(8n+S)^8n+3 



8a + 4 



) 



(2) 



= \Cg^'\ 



_(e_j_e'u;-| \- e^'-'^ x"' -{- x')* {a -\- ftx -^ yx' -{- âx' -^ ex*). 

Eii développant et comparant les coefficiens, on trouvera l'équation générale: 

ff'' +fT'-'' +r.r-'' -^f'T'-'' + 

En faisant dans cette équation successivement ^ = 0, 1, 2, 3, 4... 
2n-[-3, 2w-|-4, on obtiendra 2w-|-5 équations, et ces 2n-\-b équations 
contiennent les conditions qui résultent de l'équation (1). 

On peut par ces équations déteniiiner les coefficiens e^ e' etc. f^ f\ 
/", etc. en fonction de C, a, a', a", etc. 

Détenuinons maintenant la valeur de g^^^. En prenant le logarithme 
on a 



logO/^/x + ^/'a^H [-^**""0 = i«log(:«-a) + .«'log(x-«.') + 

donc en différentiant 



• * 



g^ + 2fx-\ h (2n + 4) .r«»+» ^ 

9+9' ^'+'9"^ + •'•"• + *•"+* " " 



— 1 1 — - •— ^— ... 

.r — a ' .r — a' ' 



dcmc 



g'^2g"x-\ |-(2« + 4)x 



Sfi-I-S 



ii 



.,.«« + * -{- <7(2» + S) ,^2n+S _j yg' ^^g 



X — a 






, ^^2«+4_|.^(»,+3),ytn + 3_j }^g'j,^g 

X — a! • 



X — a 



tf 



+ 



Le coefficient de x^ dans 



S 



— est 



ar — a 



-('-?+ç+--+ 



<7 



Donc il 



est aisé de voir qu'on aura 
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*"'(^- +'*;+':.- + ••• 



a ' a ' a 



(3) 



■i-ff''~" ( -& + rî^» + 5^3 H — ) ) = __ (^ _|_ i)^<i'+'). 

+ ;•■;•■•• 

"T" ^ [ à' ' a'»" ~r a"P T" • • 



En faisant ^ = 0, 1, 2, 3 etc., on détenninera aisément les quantités g', g", 
etc. en fonction de </, et celle-ci est égale à a'' a''*'»"'*' . . . (a^"~^>)'' . 

36. Seconde méthode. Soit P=Fx, Q=fx, Ii=<px, on aura d'abord, 
en faisant x:=:aj a\ a" etc., les m équations suivantes: 

{Fay -{faf <fa =0, 

{faj - (faj ipa' = 0, 

{Fa'')*-{Ja")'q>a"=0, 



De ces équations on tire 



Fa = ±/a y^pâ =t fa ^(pa, 
Fa' = ±fa' Y(^a' = i' fa' }/(pa\ 
^^^ ^ Fa" =±fa"f(pa'' = i''fa"y(p~a'', 



En diiférentiant la première fi — 1 fois, la seconde ,«' — 1 fois etc. par 
rapport à «, ou obtiendra des équations qui deviennent toutes de la forme: 

(5) d' Fa=± Uffa ^<f<i + pd^-^fa . d ^/^ + '"Ç - dr-*fa . d* •^<^-\ \-fa . de V'fo) . 

m 

On aura des équations semblables par rapport à a\ a" etc., et en fai- 
sant dans ces équations 
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^ = 0, 1, 2, 3, 4 . . . fi—l, 

p = 0, 1, 2, 3, 4 . . ./— 1, 

^ = 0, 1, 2, 3, 4 . . ..it"— 1, 
etc. 

on obtiendra les équations nécessaires pour déterminer e, e\ e" ^ etc. /, f\ 
f\ etc. 

Ces équations ont l'avantage d'être linéaires par rapport à e, e', e'', . . . 
ft f'i y ' • • • î ^e qui facilite beaucoup la détermination de ces quantités. 

37. Il reste maintenant à trouver les coefficiens A;, h\ k" ^ ... et -4. 
On a 

et 

M A\^ Ndx) 

___^ ^ ; 

dN 
or 



\fj-=^-^ h" ^ —-\ ^-v + - • • j donc 



et 



M _ . VQdx^ ~~~q) _ Aî+A'ar+A'V-l |-A(»— 1)^— i+x^ 



N~ S' ~ S' ' 

donc 

(6) ]c-\-k'x-\ ^fc<'-*)a:— ^-|-a;-=^-^^^ 

En développant le second membre, on aura aisément les valeurs des coeffi- 
ciens fc, k\ fc", etc. et A. 

Ces coefficiens peuvent aussi être déterminés comme il suit. Soit x = a, 
on aura S' =-0 et t = fi{a — a') {a — a'') {a — a")... , donc 

fc-j-fc'a + jfc^a*-! \-a'' = —fiA^''{a — a){a — a'){a—a") ... , 

or ~~=z± Yipa = lYipa ; donc 
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OU bien, en taisant t = yjx^ 

En mettant au lieu de a successivement a, a\ a" etc., on aura les équations 
suivantes : 

k-{^k'a +fc"a* -| [- fc^--*> a"»-* +a- = — iA f^.xpa, 

k 4- kW 4- fc" a'* -I f- fc^'--'> a'^'-*>+ a'- = — t'A fi^' . ifja\ 

(7) U + fc'a^'+ra''*-] |-Aj^— *>a"<"-*>+a""= — z^y^. if;a\ 

Au moyen de ces équations il est aisé de déterminer fc, k\ k'\ k"\ etc. 
en fonction de A^ a, a\ a", etc. On trouvera 

A- \ . 

/<»+») [(2n + 4) /<»-») — A<»-*)] +/(»+» (2n+ 2 — A<"— »>) ' 

^(— ») ^ _ ^(a' + a" + a'" -I ) \ , ^(Z<"-'> -f a) 

_ ^'(a + a" + a'" + . • •) ( ^ I + /*'(^<-^> + a') 

- ) '+ 

donc 

^(«-») _ ^2n + 4) /<"-*> + //a + /i'a' + ^^'a'' + 

on tire de là 

(8) A = - 1 



or 



• • . ' 

7 



38. Appliquons ce qui précède au cas où u=u'=iii'' = •..=!. 

Dans ce cas on a m=:2n-|-4. Les seules 'équations qui sont nécessaires 
dans ce cas, sont les équations (4) et (7). Considérons d'abord les équa- 
tions (4) 



Tome II. 17 
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On peut aisément éliminer les quantités f^ f\ j" etc. de la manière sui- 
vante : 

On a, comme on sait, 



(a—a'){a^a''){a^a'")... ' (a' — a) (a' — a") . . . « (a"— a) (a" — a'). . . 

p étant un nombre entier positif; ou bien 

lorsque p<m — 1, c'est-à-dire ^<2/i-}-3. Donc si l'on multiplie la pre- 
mière des équations précédentes par — - , la seconde par , etc. , et qu'on 

les ajoute ensuite, il est aisé de voir que la somme des premiers membres 
devient égale à zéro si p < w -[- 1 . On a donc 

(9) % - —r^-faA-i — --7 — fa + . . . =zO. 

En faisant dans cette équation successivement 2> = 0, 1, 2, 3, . . . n, on ob- 
tiendra n -(- 1 équations par lesquelles on déterminera les n quantités e, e\ 
e^j . . . e^**~^\ et on trouvera de plus la relation qui doit avoir lieu entre les 
quantités a, a\ a", a" etc. 

39. Supposons que n=^0. Dans ce cas on aura 

fa=ya'=fa'' = ... =1; 
donc l'équation précédente devient 

iVcpa , i'Vcpa' 



(a — a') {a — a'') (a — a''') " (a' — a){a' - a'')(a' — a'") 

j i^Vjno^ , rï^ — 

C'est la relation qui existe entre les quatre quantités a, a\ a'\ a'\ 
Les équations (4) devierment 

/+/'a"+/"a"»=t"y^, 
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En multipliant la première par y- — -,w--— — -y^ . - tt^t etc., et en ajoutant 

ensuite, on aura 

•^' [ ^a - a') (a — a^)"(^^7'^ + a'(a' — a) (a' — a") (a' — a'") » 

— ;^'(^Z-a')(a — a'0(a — O • a^a' — a)(a' — a'0(a'^ ' ' 'v 

d'où 

. . aV'a"' ,/ — , ., a a'' a''' ,/ , 

-f= ' la—^{^=-a^Ça--:^'f^ (,' _ a) (a' - a'') («' - a'") ^^^^ 

aaa -./ ;; • ./*/ aaa 



"T* («" - a) {a" - a') (a" - a'") ' '^^ "•"* (a'" - a) (a'"— a') (a'" - a") ^^"' ' 

De la même manière 



/ ~" (rt — a') (a — a") "•" (a' — a) («' — a") "" (a"— a) (a"— a') 

et ensuite 



/■=S+Çl«^-('>t<'V-- 



Connaissant /, /', /", on aura aisément la valeur de A par Téquation (8), 
qui devient dans ce cas 

A- î . 

^ — (a + «' + a"+ a'")/ " + 2/ " 

k, k', k" et k'" se déterminent par les équations (7). 

On peut aussi déterminer les coefficiens de la manière suivante. Soit 

R = (x—j)){x — p')(x—p''){x—p"'); 
ai dans les équations 



P=\RJ^C.S, S = J -\-l'x-\-l"x* -{-l"'x* -\-x* = ex, 
on fait a:=^>, p\ j^'i V"'i ^" obtiendra 

En éliminant/,/' etf, il restera l'équation: 

17* 
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_ ^(p -a) {y- a ') { p-a")(p -a"') , V(} >' -a)(j>' - «') (?'- a") (?>' - a'") 

— (p _ ^') (p ^y ) (p _ p'") -r- (p' _ p) ,5,' _ p«) (p' _ p'") 



^(p"-a) (p" - a') (p" - a") (j,"- g'") V (j,"' - g) (y'" - a' ) (j ,'" -g") ijp'" - a'") 

t- (p" _ p) (p" _ p') (p" _ p'") i- (p"'_p)(p"'-_p')(p"'_p'') 

qui exprime la relation entre a, a', a", a'", et qui est plus simple que celle 
trouvée plus haut. 

m 

40. Supposons maintenant que w = 2. Dans ce cas on peut faire les 
suppositions suivantes: 

1) P* — Q'R= C{x — a){x — a7-+^ 

2) p^ — Q^R=C{x — a)\x — a7'•+^ 

3) F^ — Q^R=C{x— af{x — ay^^\ 



n + 2) P' — Qm=zC{x—af^\{x — ay^\ 
Dans tous ces cas les équations (7) deviennent 

fc -(- Aj' a -f- a* = — Afi {a — a') . ^ipa^ 

kJ^k' a'+ a'^= — Afi' {a' — a) . Vya', 
d oîi Ton tire 

fc'= — (a -f- a') — A{fi fipa + fi' fya'), 

k = aa' -}- A{a'fi Y(pa -{- a/// V^a'). 

Les autres coefficiens se détenninent par l'équation (5). Je vais les évaluer 
dans les cas où w = et n=z\. 

1. Lorsque n = 0, on peut faire 

a) p^ — K^ C{x — a){x- aj, 

b) P'—R= C{x — ay {x — a')\ 

a) Si P* — R=iC(x — a){x — a')^ Dans ce cas Téquation (5) donne 

Fa =y^a, 
Fa' = y^a.\ 
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OU bien 






/_/ 



/' + 2/''a' = i 



g) a 



iifa' 



~ î 



donc 






— > 



et la relation entre a et a' devient 

y^â - ^[^a' - ^ (a - a') 4^ - i (a - a')' V^- ^^i^:^)' = o, 
ou 

y^â . }l\fa: = ,ça' + i (a - «') <^'a' + i (a - a')* -^ ?«' --^^r- ^?'"T . 
On aura ensuite A par Téquation 

A = 1 

41. On pent anssi trouver ces équations de la manière suivante. On a 

Soit 

si nous faisons x=p^ p\ ^/', ^'", nous aurons 



/+/>" +/>"* = fC . yOr- - «)?i>" - a') . a," - a'), 
En éliminant y,/' ®t /", on aura entre a et a' la relation suivante: 
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_ y(p - g) (p - g') (p - a") (p - a '") V(?>' - a) (p' - a') (p' - a") (p ' - a'") 
(P-P')(P-P")(P-P"') ""*" (P'-P)(P'-P")(P'-P"') 

, V(p" - g) (p" - a') (p" - a'Ô (p" - a'") . VQ/" - a) j p^'^^^^W"- «'0 (?>"' - <'" ï 
"T (p" - p) (p" - p') (p" - p'") -r. (p"'_p)(p">_p')(p"'_p'') 

qui exprime la relation entre a, a', a", a'", et qui est plus simple que celle 
trouvée plus haut. 

40. Supposons maintenant que m = 2. Dans ce cas on peut faire les 
suppositions suivantes: 

1) P« _ Q^R= C{x — a){x — a7»+^ 

2) P« — Q^R=C(x — af{x — a7'•+^ 

3) p^ — Q^R = C{x— af{x — ay^^\ 



n + 2) P' — Q^R=C{x — ay^\{x — ay^\ 
Dans tous ces cas les équations (7) deviennent 

fc -}- fc' a -}- a* = — Afi {a — a') . I^^a, 

]c-\-k' a'-\- a''= — Afi' {a' — a) . y^a\ 
d'oîi Ton tire 

fc'= — (a 4- a') — A{u y^-^fi' yipa\ 

k = aa' -\- A{a\u Y(pâ -\- au^ipa'). 

Les autres coefficiens se déterminent par Téquation (5). Je vais les évaluer 
dans les cas où 7z = et n=i\. 

1. Lorsque n = 0, on peut faire 

a) P' — R^C{x — a){x — aj, 

b) P'—R= C{x — af {x — aj. 

a) Si P* — R=C{x — a){x — a')^ Dans ce cas Téquation (5) donne 

Fa =y^, 



Fa' = yipa\ 

,. . d (pa' 



d{Fa') = I 



Vfa' 
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OU bien 






donc 



(pa* ^(fo! 
^ ^^ 2 Vf/«' ' 8 ya'Vya' 

et la relation entre a et a' devient 

OU 

On aura ensuite A par Téquation 

A= 1 

(«+3«')y"+2r 

41. On peut aus.si trouver ces équations de la manière suivante. On a 

P= fRJ^ (Ji^~Z: a)\x^ a'f. 
Soit 

si nous faisons x=j)^ p\ //', p'^\ nous aurons 

/+/> +fy =yC.\f{p-a){ir-a').{p-a'), 

f+fp"'+/"p"''= yC . }'{p"' - a) ip'" - a') . ip'" - a'). 
En éliminant /, /' ^^ /"? ^^ aura entre a et a' la relation suivante: 
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(p_ a')y{p-^) (p-â-) . {j/ -a')il p' -a){jp' - a') 

(p -îO (P - p") (P - p'") '^(p-- P) (?'' - P") ^"' - P'") 



= 0. 



"•" (p" - p) (p'' - p') (/'" - tn "^ (?'"' - p) (p'" - p') (p'" - p") 

b) Si p* — R=C{x — ay{x — a')*. Dans ce cas l'équation (5) donne 



Des 4eux dernières équations on tire 



/_/ 



y rt 11 y* ^ 



y,, ^ a' . y/tt j^ . CM/)' . a' 

•^ ~ * * (rt' _ a) Vya •""*"'(« — a') >/(/«' ' 

En substituant ces valeurs dans les deux premières équations, on en tirera 



j, aa' q>'a ^, aa! (f'o! a' ^ (fa — aVyâ' 

^ * a— a! ^}fa a' — a ^\fa' a — a 

et 

On a ensuite 

1 2 



— » 



A = 



2(a-\-a')/"+2/' y'« , ?.'«' 



En substituant ces valeurs dans les expressions de A*, et k\ on obtiendra: 

k = an' - 4 "'-^f - + ^X^' = ««' + 2 J , 

^' = -(« + «') + 4^^^^?=-(« + «') + 2//. 
Par ces valeurs on a 
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k 4- k' X + ar« _^ tm'— (a + a') J- 4- .c* + 26 + 2b' x 
{x — a) (x — a') (x — a) {x — a') 

_ ■ 2b 4- 2b' X 

~" "^ (.f — a) (ctr — a') 



Donc on aura 



/' '^' _ _ r (^* + 2^'-^) ^^•'' _i j 1 ^+ Vr/r-A- 

La relation entre a et a' peut aussi s'exprimer de la manière suivante: 

u>-7')(i'-i'">(i^-i''") "^ (p-pxp'-p'b (p'-p'") ip'''-p)^p"-p')^p"-p'") \P'"-P){P"'-P') {P'^-P") "~ ' 

OU 

d'oîi Ton tire 

(?> + z>' - V'' - in <^-vp'+ vy 

42. Supposons maintenant que 

P^ — li= C{x — p){x— a) {x ~ ay, 

X — p étant facteur de i?. On a donc 

P=(u;-/>)(/+/'x), 
donc 

( fJL. f£f = ^'' ~^-^^~ ?'"1^ :^ -^ -I- C . ^~-^*^*''-— )" . 
^^ l"»^ '' X — p "^ * X — p 

Faisons x = p' p'\ p'^\ on aura 

yp —p 

_ p — a 



yp — p 



En éliminant / et f\ on aura 



{p'-p'w-p") v?/-p "^ {p"-p'w-pn Vp^ "^ (/'"'-p') (p'"- p'o vp'"-p ' 

d'où Ton tirera 



/ _ ^P ^P' — « + BYVp" — a + B "p'" ip'"—a 

^ ~ B Vp'^ + B' iY— « + ^" Vp'"— o 
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itH taisant pour abréger 

1 1 



(;,' - ;>") (p' - p'") .Vp'-p (p"- p') (p" - p'") . Vp"- p 

1 

8" = 



(p"'-p')(p"'-p'')Vp"'-p 

43. Dans les trois numéros précédens nous avons considéré le cas où 
m = 2. Supposons maintenant to = 1. Dans ce cas on a 



I 



œ + k dx ^^ W^+QV^ 



h se détermine immédiatement par Téquatiun (7), qui donne 

fc = — a — fiA . \îpa. 

Les quantités -4, a, /, /', etc. e, e' e"^ etc. se détenninent par l'équation (5), 
qui donne les suivantes: 

Fa=fa ,y<pcb^ 

dFa=L dfa , ^(pa --\-Ja . d^tpa^ 

d^Fa = d^fa . ^ipa -|- 2c?/a . d Yîpâ -{-fa . d^ ^(fa^ 



d^^^^Fa = d^^^^fa . f^a + (2n + 3)rf^»+ya . d^tpa 

^^^±l^^-^A ,d'n,.fa.d'Y<pa^ 

Par ces équations, qui sont toutes linéaires par rapport à /, f'^ /", etc. 
6, e\ e" etc., on peut déterminer ces quantités et a, mais par des calculs 
assez longs. Je donnerai dans la suite une méthode sûre et directe de déter- 
miner ces quantités dans tous les cas. Pour le moment je vais résoudre le 
problème en supposant 

Ç=l, et P^ — B=C(x — 'p)(x — a)\ 
X — p étant facteur de U^ et U=^(x — p){x — p'){x — p''){^ — P")- ^^^^ 

P={x-p){fJrf'x), 

d'où 



- — 7 
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En faisant successivement x=^p\ p'\ p"\ il viendra 

/+/>" =yc.(p'' -«)[/? 

Ou a de plus, en faisant * = 0, 

p p 

En éliminant f et y entre les trois premières équations il viendra 

(p' - p") (?>' -V" j "•" (p" - p')' ô^" - p'") "•" (p'" - p') (p'" - p") ~ 

De cette équation on peut tirer la valeur de a, et celle-ci étant connue, on 
aura aisément les valeurs de f, f et C, que je me dispenserai d'écrire. 

44. De l'équation / '■^- • , -=^.loar- ~ — ,- on tire, en substitu- 
ant la valeur de k = — a — fiA y<pa , 

JVJt ^ ^^ J {.v—a)VB ^ P—QiR' 

donc 

J (x — a) VR fiA Vya J VU fi V^* ^ i^— Q VR 

— -*' ,— 

/dx . 

à l'aide d'une fonction logarith- 

pjL. Q^R 
inique de la forme -4.1os: / • Jg donnerai dans la suite la résolu- 

tion de ce problème dans toute sa généralité. Elle dépend, comme nous 
venons de le voir, de la résolution de l'équation 

Pour le moment je remarque qu'on peut lui donner la fomie 

Tome n. 18 
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En effet, soit 

P=/+//(x-a)+//(x-a)«+ . . . , 
Ç= ei-j-e/(x — a)-f-e/'(x — a)*-|- • • • , 
K=a'-\- [i\x — a) J\-y' {x — af -\- d\x — af + e\x — a)\ 

et faisons ?/= , on aura, x — a= \ donc 

11 P' . 

i? = a' -1 h " "»" H — s H — i ^= ~r ' 

I y I y» I yS I ^4 ^4 

et en substituant et multipliant par y*"^*, 

Donc si Ton peut résoudre cette équation, on peut aussi résoudre la proposée. 
La résolution de Téquation précédente sera donnée dans le cours du pro- 
blème suivant, qui consiste à déterminer it et i? de la manière que l'intégrale 

/ - ^ — devienne intégrable par la fonction logarithmique A . log -~ • 

45. Nous avons vu, dans ce qui précède, que si l'on a 



/ 






m 

il en résulte nécessairement m -f- 1 conditions entre les 2m quantités a, a\ 
a", . . . a^"'"*^ fc, k\ . . fc^"*~^^; on peut donc prendre m — 1, mais non pas 
un plus grand nombre de ces quantités, à volonté, et puis déterminer le5 
autres. Il suit de là qu'on peut faire 

~ (x^~(i){.v — "cÔ r77(^ — a <"•"-*>) \jr — a) [x — «') 7. . (.r — a<«--i)) 

+ ^_ + . ^' .... _L_^-A. I _^ , 

fc{"~'\ fc{'*~% . . . A:/, A'i, a, a', a'', . . . a^""^^ étant quelconques, d'oîi il résulte 
qu'on peut exprimer l'intégrale 



/ 



(^- — a) (^c — a) ... (a- — a^"-^)) yjt 
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par n -4- 1 intégrales de la forme / 



Le 



/. 



/ 



par « intégrales 



Problème. IIL 



y^{k -{- x) dx . * 

- qiii peuvent vire exprimées par 



la fonction A . log 



^A + x) dx 

Vu 

pj-çVn 
p^qVr 



46. Puisque / -, '^ - = ^.loor _lr_ _ ^ on aura en différentiant 

N=P? — Q^R. 

Pour que Féquation =ix-\-k puisse avoir lieu, il faut que -Ar=const. = r; 

on a donc les deux équations: • 

dP * 

c = P^ — Qnt:^ 
ou bien en supposant c = 1 , 

l=P*— Q'B. 

La première équation n'a aucune difficulté. Elle donne aisément les 
valeurs de A et k, quand P et Q sont connus. En effet, soit 

Q = e-\-e'x-{- • • • 4-e<">a;", 

18* 
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on a en substituant 



x-\-k=2 



d'oîi Ton tire 



1 _ 2^ (w + 2) /'<«+^^ 



fc = 



2^r 



« 



donc 



(1) 



^ = 



A! = 



«(") 



(2n + 4) >•(»+«) 



Considérons maintenant l'équation 

P' — Q'R=1, 
et cherchons à trouver les valeurs de P et Q. 

Première méthode. 

47. La méthode la plus simple qui s'offre est celle des coefficîens in- 
déterminés. Substituant les valeurs de P et Ç on obtiendra 

_(e_|_e'ic-l 1_ e<"' «»)*(« + /9a; -I \-fx*)=l. 

En développant et comparant les coefficiens, on aura les équations suivantes 
au nombre de 2n-\-6: 

— ^(ee<'->^ + e' e*'^*' + e"e<'-''> + 

— yiee^'-'^ + e' e<''-*> + e"e^'-*^ + 

— J(ee<''-»' + e' e^»-*' -|- «"«<"-»> -|- 

En faisant dans cette équation successivement j? = 1, 2, 3, etc. jusqu'à 
2w -(- 4, on aura les équations nécessaires pour satisfaire à l'équation 
P* — Q*Ii=l. Ayant 2n-|-5 équations mais seulement 2n-l-4 coefficiens 



(2) 



= 0. 
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indétermînés, il est clair qu'on obtiendra une relation entre les cinq quanti- 
tén a, /9, y^ (J, f. 

En faisant dans l'équation (2) j9 = 2/i-j-4, on obtiendra 

donc 

y(«+2)_g(«)y^^ 

En substituant cette valeur dans les expressions de A et de k\ elles deviennent 
(8) / ('"+*'"' 

(n+2)ye « 

48. Avant d'aller plus loin je vais appliquer la méthode précédente 
en supposant n = 0. On a dans ce cas Q = e^ P=f^f'x-\-f''x^. Les 
équations (2) deviennent donc 

f'"—fe* = 0. 
On tire de ces équations 

•^ ' y^ïe _ aô* 

•^ ~~ 2y£ "^fy/SSc» — oc(J»' 

_ d 

En substituant ces valeurs dans l'équation f'^-^^ff — ye*z=bj il viendra 

4Ï I" d y — ^^ ^"~4e ' d * 

Celle-ci est donc la relation qui doit avoir lieu entre les quantités /9, y, H 
et B. Il est remarquable que a ne s'y trouve point. 
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Par les équations (3) on a ensuite 



On a donc 



4V£ ' 4« 




(*' + /.)'^-^ -_= ^log^+^^^^ 



^„ + ^^ + (g + 2Ç):»» + ($:«»+«.* 4yê ^ F-QVB 



Au reste cette intégrale est facile à ti'ouver 5 car en faisant x-\- 2'=^y^ 
on aura 

intégrale facile à ti-ouver par les méthodes connues. 



I. 






49. Les équations (2) ont l'inconvénient de ne pas être linéaires. On 
peut trouver un système d'équations linéaires qui les remplacent de la ma- 
nière suivante. En mettant — au lieu de x dans l'équation 

on obtiendra une équation de la forme 
dans laquelle 

<py = "y' + l^y' + ;'/ + '^y + «• 

Il est clair que l'équation 

Py=fy-y<py 

aura lieu dans la supposition de y=0, en la ditfërentiant 2k -|- 3 fois de suite. 
On a donc les équations suivantes: 

Fy=Jy'Yfpyi 

dFy = dfy . }f(py -\-fy .d^ipy, 
d'Iy = d'fy.yï^y^2dfy.dy-^y-j-fy.d'f<py, 



d*^*'Fy = d'"'^'fy.y<fy-\-{2n-{-2>)d*''^'fy.d\(py 
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En faisant dans ces équations y = 0, on aura 

Fy =/"•«>, 



De même 



^^^>_^(n + l) 



dy 

d^Fy __^ 2 p'^ 
~dy^ • '^ ' 

dyP ^ ^ ' 

.!^=1.2.8...(»+2)./, 

dy^ ' 

^"^^/^ _ n 



rf^»+'» 



I 



d iify d(py ô 

^^y 2dy.V(fy 2V~ë ' 

dy^ 2dy* . Y(py ^dy^q^y Vq^ V « 4e Vc 

^^^ Vf/y 1 / <^^T^ _ ^dify jp<ry_ _j_ 3_0%) 

f ty 3 ~ dy^\2i^ipy 4(py i(fy 

d^ Vqy __ 3/? _ 3/(î , W^ 

dy'^ ~ Vc 2e Ve ' 8£«Ve ' 



^(ryyVry) 



d^ Vrry 

De la même manière on trouvera j-/- etc. en supposant y = 0. Pour plus 
de simplicité, je désigne par c^^^ la valeur de - ,--- en y faisant y = 0. 
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En substituant les valeurs trouvées, on obtiendra les équations suivantes 






^ /S • o 



• • • 



e 



(«) 



m^.Ôm.mfC . ^ m Ô . m . J) 



/'=«■«+ -Ï-'+ «*'+ • ■ • +2-. 3^ .)-'■'- 
^= 2^ + 2;3''' + 2r3:4"''+ • • ' +2.3— («+2)^'"'» 






e 



(n) 



2.3 «2.3.4 • 2.3.4.5 " ' 2.3...(n+3) » 

® = 2".T:4'' + 2.3.4.5^'"^ '"2.3...(n + 4)''^"' 

2.3.7.;>^"' 2.3...(;>"+l)^ "I l" 2 .3 . ..'(n +;>) ^ ' 

2.3":T:(rr+3)^ ' 2.3.7."(n"+4)^ "^ ^"2.3..:(2n4-~3)^ • 

50. Ces équations sont, connue on le voit, très commodes pour déter- 
miner les coefficiens e, e\ e'' etc. et/, f\ f" etc. Les n-|-l dernières don- 
nent les coeflficiens e', e", ... e^"^ en «, et de plus une relation entre les 
quantités c"\ c'*'' etc. Les n-(-2 premières donnent ensuite immédiatement 
les coefficiens /, f\ /" etc. en e. Celui-ci est arbitraire et disparaît du ré- 
sultat, comme il est aisé de le voir. Si Ton fait fc = 0, on aura/'=0, d'où 
il résultera une seconde relation entre les quantités c\ c" etc. Au reste cette 
supposition ne diminue pas la généralité du problème; car en faisant dans 
le résultat a: = y-j-fc, on aura la même intégrale que si Ton n'avait pas 
supposé fc=:0. Soit donc /' = 0, on voit que 
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Jv^-^ 



xdx 



Va + ^x + y.?;* + dx^ + Bic^ 

peut s'exprimer par des logarithmes, toutes les fois qu'on a entre les quan- 
tités a, /9, y, (J, B les deux relations qui résultent de l'élimination des quan- 
tités e, e', e" etc. des w-j-2 équations 

c , c 



.'" -"" -.fn + 3) 



^=2:3"+2T3T4"'H ^"r2:-'rn ■ "-" 



(n) 

(n + 3)^ ' 



2."3."~(i^+3)^ ' ' ' * +ï.2.3...(2n + 3) 



51. Appliquons ce qui précède aux cas oîi w = et n=\. Dans le 
premier cas on aura 

/" = ce, f'=c'e, /= '2 e, =. c'". 
La dernière équation donne 



V€ 2e Vc ' 86«i/ 



£ 



d'oîi y = ^ " -[- -^ , comme nous avons trouvé plus haut. 
Soit maintenant n = 1 . Dans ce cas on a 

0=c'6+-j6', d'oïl = 2c' +c'' ''' , 

<^ = 2-3«+2-3:4-''" = 4.'" +c""^ 



« = 2:3:4« + 273.4.5«'' = 5c""+c"" 



e 



e 
En éliminant il viendra: 

e 

2c'c'''" — 5c"c'"' = 0. 

De ces deux équations on tirera, en faisant « = 1 et /î= — a, ce qui 

est permis: 

(^=2 et ^^r^ — 3. 
On a donc 

i2 = x*4-2«^ — 3x* — ax + a. 

Tome II. 19 
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On trouvera de même 

c=l, c'=l, c''= — 4, r/'' = — 3a + 12, 

2c' 
doue e'= — -6 = ^6=1, en faisant 6=2^ 

c 

f" = e'=l, f''=e-\-e' = S, f' = e-2e' = 0, 
donc 



Jy^ 






1/j:* + 2x»— 3a.-*— ax+o jJ_|-3jJ_2_ -" — (x+ 2) 1/^^+2.1^—30;*— c.r + « 

52. De réquation P« — 1 = Q'B on tire 

(P+1)(P— l)=i=Ç*i? = P'«Ç'*iî'i?% 

en faisant Q = P'Q' et R = R'R''. On aura donc ^ 

P-|-l = P'*ii?^ 

P— l=:Ç'*ii;% 
d'où Ton tire 

P= ^ {P'^R' -f Ç'^i?"), 2 = P'Ui' — Q'^R\ 

Cette équation est plus simple que Féquation P* — Q^R=l. 
En nmltipliant par R' on aura 

On peut donc mettre P'R^ et Q' à la place de P et Ç dans l'expression 
log ^ ; mais il faut observer que A change de valeur. 

Pour montrer l'usage de l'équation 

2 = P''R — Q''R% 
soit 

R' = x^-\-2qx-\-p, R'' = x^^2q'x-{-p\ 

et P' et Q' deux constantes. On aura 

2 =pP" -p'Q'* + 2(2/"* - q'Q'*) X H- (P'» - Q'*) x\ 
P'* = Q'\ q = q', 2=pP"-p'Ç", 

Vp-P' 
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P=^ P'Ui' -}.= '^ , (a;* 4- 2qx + «)_!:= ^x» + 47^+ p + ;/ 

p p ^ ' ^ I / / p p' 



> 



4? 

Q = PV = P'' = p^pn k = iÇ = i^^ = q, A = i',' 
donc 

/' (^ + ?)^ __ __._ - =^ i locr ^-•^* + ^^"^ + ? + ^-^+ ^ ^- , 

J V{x^ + 2qa'-^ p) (.r « + 2q,v + //" ) * "^ 2a-» + 4^.r + ^ + ^' _ 2 VS ' 

ce qu'on peut aisément vérifier en faisant x-\-q=iy. 
Soit maintenant 

On aura 

2c^ = {x' 4- 2ma: + w*) (x* + 22^ +p) — (x* + 2m'x + m'^) (x* + 2(7'x -|-pO^ 
d'où Ton tire 

= rri^q — m'^q' -j- tw^ — ^i^'? 

0=2^ — P H" ^^ — 4m'ç' -j" ^'^^ — ^'*? 
= 2 — ç'-|-m — m\ 
Soit gf-j-2' = r, on a^ira 
2q=:r-Jf-m' — m, 
2g' = 9' -|- m — m', 
j9 = ^ 7* (3m' — m) -j- -J- wi* — ^ î^'* — mr/i', 
jp' =: -J^ r (3m — m') -f- ^ m'* — ^ m* — mm', 
2c^ = i r (7/i' — mf + ^ (m — m') (m* — m^m' — m'^m + m'*). 
Par là on obtiendra 



Q _. p,Q, _. ^*+ (''*_+ ^0 -^ + ^'^' 



donc 



d'où 



c« 



_ mm' ., _ 2mp + 2m«5f ^ _ 9 



19* 
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or 



donc 



2mp -[- 27n^q = Srmm* — m'* m — 7nhn\ 
fc = -J (3r — 7w' — w). 

L'intégrale cherchée a donc h\ forme 



j 



VU 



Soit k = 0, on anra ?• = -^ -, donc 



d'oh 



donc 



m = 2//' -f- r/, m' = 2^ -[" Q\ 
3?/i' — m = 5ç -}" îS '^^ — ^*' ^^== 5?' ~h ^h 

/Hjw' = bqq' + 2^* + 2q", r = q-[-q'; 



P = '^t/{àq + q')-H'*-i<l''-h<l\ 

c'cRt-à-dîre 

p = ..^q^—2qq'', 
de même 

j/=-q'--2qq'. 
On a d(mc en snbstituant 



/ 



Ii={x*-{- 2qx — q* — 2qq') {x* + 2q'x — q'* - - 2qq'), 
Vlj-» + '2qx — q* — 2qq') U* + 2q'x - q'* — 2qq') ^ ^ P -Q y'Jt 

oh P= {x* -{-2qx — (f — 2qq') {x-{-q-\- 2q'\ 

Q = x-{-q'-\-2q; 

ou bien 

jctlx 



L 



>'(.r* + ^qx q* — 2qq) (.r» + 2q'.€ — q'* — 2qq') 

. , U + q + 2q') yV» + 2qx — q* — 2qq' + (x +q' + 2q) v'.r* + 2q'.T— q'* -2qq' 
^ ^'^ ( J- + î + 2ti\i.r* + 2qx — q* — 2qq' — (.T -{- q' + 2q) \ ..*+ 2<yV— ,/« - 2qq' 
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53. Seconde méthode. 

Dans ce (|uî précède nous avons rëdiiît la rcsoliition do réquatîou 

k la résolution d'un système d'équations linéaires; mais comme l'élimination 
des inconnues entre ces équations est assez laborieuse, et qu'on a de la peine 
à en déduire un résultat général, je vais donner une autre méthode pour la 
rés(ilution de cette équation, qui n'ait pas les inconvéniens de la précédente, 
cît qui donne une relation générale qui doit avoir lieu entre les (|uantîtés 
constantes dans /?, pour (|ue l'éciuation proposée soit résoluble. 

Soit r^ le plus grand carré parfait contenu dans li^ on peut faire 

où r est du second degré et a du premier. En substitiiant cette valeur de. 
li dans l'équation proposée, elle deviendra 

Il est clair que le premier coefficient de P doit ctro le nuMue (pie le ])re- 
mier coefficient de Çr ; on peut donc faire 

le degré de Q^ étant moindre qui celui de P. En substituant cette valeur 
de P on aura 

Soît Q du degré ??, il est clair que Q^ est du degré n — 1. Soit mainte- 
nant v la plus grande fonction entière contenue dans , il est clair qu'on a 

/; étant du premier degré et u une constante. En mettant cette valeur au 
lieu de r dans l'é(iuation ci-dessus, on obtiendra 

On voit sans peine ([u'en faisant 

le degré de Q^ devient moindre que celui de Q. 

En substituant on aura 

(1 + 4//^;) Q\ + 2Q, Q, {u - sv) -sÇt=\^ 
ou bien 
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9 

en faisant 

.Sj = 1 -j- 4uVj ri = r — 2?/. 

Puisque le degrë de Ç^ est moindre (jue 7^, il est aisé de voir que Q^ est 
du degré n — 2. 

Cela posé, soit 

u^ étant une constante, on aura 

.''. <?. (<?. - 2v, Q,) -2Q, Q,v, - .sQl =-^ 1 ; 
donc en faisant 

Q^ sera d'un degré moindre que celui de Q^, En substituant on aura 

en faisant s^ = S'-\-4:Uj^Vij rj = ri — 2u^^ Q^ étant du degré n — 3. 

Cette équation est semblable à la précédente, d'où il suit qu'on peut la 
réduire de la même manière à l'équation 

dans laquelle on a 

7'j = i;g.Sa-|- Wj, a 2 étant constant, 
Çj, = 2 ^2 Çs -f- ^4 , Ç4 étant du degré n — 4, 

En réduisant cette équation de la même manière, et ainsi de suite, on 
parviendra enfin à une équation qui, dans le cas où 7? est un nombre pair 
2a, sera de la forme: 

^2a— 1 V2a + 1 ~| ^^2o Via Hf2a + l' 'Vr V2a =^ ^ î 

si 7^ est im nombre impair 2a' -\- 1 , elle sera de la forme : 

^2a' + l Via' + l ^^2o' + l Vsa' + l Vift' + S ^2a' V2a'+2 ^^^^ -» • 

Çsa+i Gst d'un degré moindre que celui de Ç^,,, et Qia*+2 ^st d'un degré 
moindre que celui de Çg^'+i- Maintenant Q^,, est du degré n — 2a = 0, 
donc Q^a est une quantité constante; donc Çga+i^'^O; on a donc 

•*'2rt V iJ«r ^^^^ ' • 
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Si n:z=z2a -\- l^ on aufa de même 

***W+1 V^o' + l ^^-^ 1 î 

donc en général 

Q^ étant une quantité constante. De là il suit aussi que a„ est une quantité 
constante. Donc 

"Toutes les fois que l'équation 

est résoluble en fonctions entières, il faut que Tune des quantités 

soit constante, et réciproquement. De plus, si s^ est la première des quantités 
•S ^ij ^«7 ^*^- 4^^ ^^* constante, P est du degré n-|-2 et Ç du degré n". 
Il suit de là que pour trouver toutes les valeurs que U peut avoir, il 
faut faire successivement 6-, Sj, 5^, 5g, etc. égal à une quantité constante. 

54. 11 s'agit maintenant de détemiiner les quantités A|, 5^, s^ etc. rj, 
r^, r^, etc. Ui, r^, l'g, etc. Wj, ?^j, Wj, etc. Les équations desquelles on doit 
les déduire, ont, comme on le voit par ce qui précède, les formes suivantes: 

(1) 5|« = «i— « + 42^«-lVm-n 

(2) ^« = ^m-l — 2m„_1, 

(S) ^« = 5m^« + ^«- 

On peut de ces équations en déduire une autre qui est de la plus grande 
utilité dans cette recherche. 

En multipliant la première des é(iuations précédentes par 5«__i, on aura 

De la seconde écpiation on tire 
donc en substituant 

De l'équation (3) on tire en mettant m — l au lieu de w, et en nmltipliant 

par 2, 

2r^-i = 25„ . 1 v^_^ -}- 2m^_i. 

En ajoutant cette érjuation à Téc^uation (2), on aura 
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On aura donc ' 

c'est-à-dire 

Il suit de là que la quantité 

est indépendante de m; donc on aura 

^m~i *'w ~r" ^'« ^^^ ****! "T" ^*î 5 

mais .Si= l-\-4uv^ et r^ = r — 2/^ ; donc 

mais î;5 = r — ^^ , donc 

Donc on aura quel que soit m 

(4) s^._,s^-^rl = r' -{-, = !{, 

ce qui est bien remarquable. 

55. Faisons dans l'équation précédente m=^n^ on aura 

en supposant s„ = const. = //. De cette équation on tire 

s 

^ - - ■ 

On a de même 

^._i . ^u-% + K- -1 = '1 + ^^«1 = ''" + *•; 

donc 
donc 

*'n— « ^^^ i"*l > '*• ''«-1 ^^— ''l • 

• Gela a eftectiveinent lieu, car on a 

d'oîi 

y =z: ** et w„ = (). 
(,1 ^ 

Maintenant 

or r,_, = r, -|- 2tt^i = r -|- 2«,_, , donc 



''« ''5 '^n— 1 
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^ " ^n— 1 ^w— I î 



S 

mais r = sv-\-u^ donc 

v»-i = /^v, t^n-i = — tij 
donc 

r„_i = ^ — u=r — 2^^ = Tj, 
et par conséquent 

On démontre de la même manière que 

Le signe supérieur a lieu si k est pair, et l'inférieur si k^ est impair. 
Soit n un nombre impair 2a -|- 1 , on aura, en faisant k = a-\- 1 , 

^a "-—^ ^a + 1 ? 

donc /i=l. Donc, si n est un nombre impair, on a 

On a aussi w„ = 0. Donc: 

"Toutes les fois que l'équation P* — Q^R=1 est résoluble en sup- 
posant Q une fonction d'un degré impair 2 a -[~ ^ ? ^^ * ^o = 0". 

L'inverse a aussi lieu, ce qu'il est aisé de voir. 
Lorsque n est un nombre pair 2a, on a 

pour condition de la résolubilité de l'équation P^ — Ç*ii:=l. On voit aisé- 
ment que ces conditions sont bien plus simples que la condition mentionnée 
plus haut que s^ doit être une quantité constante. 

56. Connaissant la valeur de Q^ par l'équation 

Tome n. 20 
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on aura les valeurs de P et Ç par les équations suivantes 

Qn-i = 2v,_x Ç„ 



Q. = 2v, Q, + Ç„ 

P=rQ-\-Q,. 

P 
La forme de ces équations conduit à exprimer la quantité -rj par une frac- 
tion continue. 

£n effet il est aisé de voir qu'on a 

P . 1 



Q • 2»+ 



2r,+ 



2»i + 



2t^ + 



+ ' 



2rn-2 + 



On a donc P et Ç en transformant cette fraction en fraction ordinaire. 

De cette expression on peut aussi déduire la valeur de ^R en fraction 

continue. En efiFet, en posant n infini, on a yr^^-^R^ donc 



'•+&.+ 



2r2 + 



2fs + 



Dans le cas où Téquation P* — Ç*i2=:il est résoluble, cette fraction prend 
une forme remarquable, car elle devient dans ce cas périodique; ce dont il 
est aisé de se convaincre par ce qu'on a vu précédemment. 

On voit aussi que si Q est du degré n, les quantités v, Vj, i;,, t;, etc. 
sont du premier degré, excepté 

qui sont toutes du second degré. En effet 

r 

^n = ^3n+«=^= ' • • %ik + l)n+«* V." ' 

r* 
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57. Je vais maintenant déterminer les quantités î;„, u^^ s^ et r^ pour 
toute valeur de m. Soit pour cela 

r„= x*+ax + i., 

a est le même pour toute valeur de w, ce qu'il est aisé de voir. En sub- 
stituant ces valeurs de r^, s„, et v^ dans les équations (1), (2) et (3), on 
aura 

Pm — 1 

x' + aa;4-6^ = a:* + aa:-|-6^i — 2w^„,, 
a:* + ax -f 6^ = (c^ +^^x) (^^ + a:) — + w^. 

Pm 



De ces équations on tire sans peine 

^m =^^ ^m—i I ^ 






' «m 

^m = f>m — ' 



i. = -i^i + 2^(a-^). 



Au moyen de ces équations on peut successivement détenniner toutes 

les quantités 

c«, «., 5'., p« et i,; 

mais en les combinant avec l'équation (4) on les déterminera de la plus 
simple manière. Cette équation donne 

(c«_i -\-Pm-.ix) (c« -{-PmX) -\- {x* -\- ax -\- K)* = (x* + ox -}- i)» -f c -j-pa;, 
d'oïl l'on tire 

i>— l 'Pm = 2(i — K) , 

c—i .p- + ^m -Pm-i =p-{- 2a(* — *,); 

20* 
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m 

en multipliant la dernière équation par c^_,^„_, , on aura 

en substituant dans cette équation la valeur de j^mPm-i ^* de ^i«^,»_i, il 
vient 

et en divisant par p^_i, 



c'est-à-dire 



mais on a 



donc 



/'m — 1 /'w — 1 



^«-1 



OU bien 



(b. + i._0 (6 - &„) = c + i« - bl -p 

t m — 1 



««-i 



d'où 






^m—\ 



/'m — 1 



En substituant cette valeur dans l'équation 

on obtiendra 

p\b, + A_.) = 2[c + (6 - i^,) (i - AJ] [a;> - o - (J - i._.) (i - i.)]. 

Cette équation donne une relation entre />« et A^_i et des quantités constan- 
tes. On peut donc déterminer h^ par i„_i, et ainsi trouver la valem- de h^ 
par des substitutions successives; mais connue h^ dans cette équation monte 
au second degré, il est plus facile de se servir de la méthode suivante. 
En mettant m — 1 au lieu de ?/i, on aura 

f{b,_, + *._,) = 2 [c + (i - />,_,) {b - i_0] \ap-c- {b - i_,) (i - i. .)], 
OU en développant 

en retranchant cette équation de celle-ci 
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p\K + K-ù = 2{ap- 2c) (A - i.) (h - &_,) + 2c{ap -c)-2{b- K)' (/>-/>.._.)*, 
on obtiendra 

et en divisant par b„ — h„_^ , 

p*=- 2{ap - 2c) {b - />_,) - 2(6 - A_,)' ('>- + *-« - 2h), 
d'où l'on tire 

K -2b- 6._, - -^ -- ^^^--^ - ^-_ ^^---^, 

Voilà l'équation qui détermine b^. 

Si Ton fait b — b^=zq^^ on aura 

ou bien 

\T^ + (P-P — 2g ) gm -l — g m -8 gw- 1 

58. Avant de donner l'expression explicite de ç„, je vais montrer com- 
ment on peut exprimer les quantités u^^ p^^ c«, et ff^ par gr„, q,^^ etc. 
On a d'abord 

on a de même 
donc 



Cm Ç + qmqm + l 

Pm~ P 



C 

mais a„ = a -"* , donc 

^" Pm ' 






On a de plus p„p„_i = 2(A — bj) = 2(2^ , d'où l'on tire 

donc 

qta-\ qiu-s qtu-h q\ ^ 

„, 9 7*« + i qia-i qia -i qj q\ 

</2« qia-'i qt,.-A qt p 
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Ayant p^ on a aussi c„, car 

Keprenons maintenant l'équation 

i F^ + («/> — 2c) g,,- 1 — ^1— 2 î^i-i ^ 

ji»— 1 

On peut par cette équation déterminer q^^ si Ton connaît ç et ç,. Cherchons 
donc d'abord ces quantités. On a q^z=.h — 6^, donc q = b — i = 0, et 
3i = /> — ij. Maintenant on a 

6. = - i„_, + 2 "'•-' la- '"-^1 , 
donc en faisant m:=l, 

donc 



îi = 2 



P ' \P I } P* 



Déterminons maintenant q^. On voit que q^ est une fonction ration- 
nelle fractionnaire de a, b, c et p. Soit donc 

?« — V ' 

y^ et z^ étant deux fonctions entières des quantités a, i, c et ^;. En sub- 
stituant cette valeur on aura 

!/m ir^ ^«.-2 si-i + (ap — 2c) y«_i 2„^i z^^i — 3/«_2 yi_i 



3/«— 1^111—2 



Donc on aura 



y m = ijP* 2m-« «Ll + («P — 2^) y», 1 Z«_i 2«„2 — jy«. 2 ?/l 1 . 

Au moyen de ces équations on déterminera sans peine 2;^ et y^ par des sub- 
stitutions successives. De la première équation on tire 

donc 



2«, Vm—X y m -3 ym-b • ' 


• • ym-«* + l25w_2Jt7 


^2a y ta-\y ta-zy ta-~b ' 


• -yl-yl, 


^8o + l y ta yta-t yta-A • ' 


' ' y^'^ij 



deux équations qui donnent z^ en fonction de y^j //g, . . . y^_i. 

Développons les valeurs de quelques-unes des quantités z, Zj, z,, etc. 
y? ^1, y« etc. En faisant m = 2j 3 etc., on aura 
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y^ = :^p*zl^[ap~ 2c) y, z, , 

252 = 4{hp^ — aq) -|- c*)*, 

y^ =z ^2>^ -f- 2{ap — 2c)p*{hp^ — acp -\- c*), 

Zs = Ziyl=p*yU 

ys=ip^Zizl + {^p — ^(^)y2^iZ2—yiylj 

etc. 
Lorsque c = ces valeurs se simplifient beaucoup, et on aura alors 

Zî = yî = 4i*, 

y* = iP* + 2oip = iP (P + 4a*) , 

zs=yl=ip*{p+^aby, 

ya = iP*2| + apy*z» — %l > 
y, = ibp'[Ub'-p{p-^4ab)], 

z, = z,yl = bY [16i' -p{P + 4a6)]«, 
3/* = i/'* 2, zj + ajp«/3 z, 2g — î/s,yj , 
y, = Ab'p'ip + 4ai) [(p H- 2a6) (j> + 4aè) — SP] , 
etc. 
Au lieii de faire c = 0, supposons maintenant ap — 2c = 0, on aura 

_ i p* — g—» g^-i 
îm — Ti 

9iii— 1 

Si l'on fait 7W = 2, 3, 4 etc. on aura 

2j — - — p — 2i -^f— ' 

^* îî 2q\i2q\-p')' 
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59. Appliquons maintenant ce qui précède à l'intégrale 



f 



Â 



y(^^ 4~ cw? + ^)^ + c^px 

Pour rendre les résultats plus simples, je fais c = 0, ce qui est permis, 
comme on le voit aisément. On a 

(x^k)dx _1 , F +QVR 

y (a;» + ax + by+px ~ 2n + 4 ^^ p_ Q^iî ' 

ou bien, puisque P* — Q*Ii=lj 

Pour que cette équation soit possible, il faut avant tout que 

P'—Q'B= 1, 
donc on aura pour condition de l'intégrabilité : 

s„ = const. 
Or on a s„ = c„-\-p^x„. Il faut donc que 

Si cette condition est remplie, on peut toujours déterminer h de ma- 
nière que /-_. J'^+J -_^^ devienne égale à -^ -- log (P+ Ç^JÏ). 

J y [x^ -y our. -\- by -Y px n-\^ l 

Cherchons cette valeur de fc. On a vu qu'en faisant 

fc est égal à -. o • - (w^. 47). Il s'agit donc de trouver — . On a 

P=rQ-\-Q„ 
2 
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2 

Pt 



2 

/'n — 1 





Qn — const., 


d'où Ton tire sans peine 




e^-) 2.22 
P Pi Pt 


2 2 

• — — • • • ( 

Ps P»-i 


g(,-i) 2 2 2 
P Pi Ps 


2 2 

• • • • 1 

Ps Pn-1 



{ff+ffi+ff^-\ \-ffn-l)Qn] 

r n ri rs rn-i 

donc 

g(n— 1) 

Maintenant on a 

donc 
donc 
or y<''+'>==e<»-'>4-ae<"> (n* 49), donc 



e<"> 



donc 



, _ n + 1 1 «(«-!) 

'^ — rr+"2 ^~" n"+2 ' >>" ' 



et par suite 

On peut aussi exprimer k d'une autre manière. On a g^ = a — "* ; donc 
en substituant et remarquant que c^_i = c = 0, 

n+2 ' w+2 \/)j » pj, ' ^3 ' ' p^__^J 

60. On a vu que Téquation 

Pn = 

Tome IL 21 
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exprime la condition pour que 



p-±^ _^ 24 log (P + <? fR). 



Cette condition écjuivaut à celle-ci : 

car on a p„j^„_i = 2</„ (n^ 57). On a aussi dans le même cas 

En combinant cela avec ce qu'un a vu précédemment, on en déduira 
la règle suivante pour trouver toutes les intégrales de la forme 

(œ + ^) ^^ 



I. 



V'(x^ + aor -f- hy + px + c 

qui puissent s'exprimer par la fonction logarithmique 

2A log [p+ Q yp+^-f by -f]fx~^~c] , 

savoir : 

"On calcule toutes les quantités q^^ q^^ Ç4, etc. d'après la fonnule 

en supposant q=^0 et q^z=2 — 7- — • Puis on fait successivement 

?i=0, q^ — Oj q<, = 0, . . . q^ = etc., 
où en général 

en donnant à n toutes les valeurs possibles. Cela posé, on aura toutes les 
valeurs que li peut avoir en éliminant une des quantités a, p^ b et c par 
une de ces équations. Ayant trouvé if! on a 

où Ton a 

Pm P 

Faisant ensuite 



q^a qta-i 2, P 
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on aura les valeurs de P et de Ç en transformant la fraction continue 
Q ' 2 """^^ 4- — — 






2^>_^»r-J!+ 1 



Pn-i 2— '^-"- 

en fraction ordinaire, savoir en supposant qn-k = Çk' ^cs valeurs trouvées, 
on a enfin 

La résolution du problème dépend donc du calcul des quantités Çj, q^j 
Qsj Î4? ^^c. Les valeurs de z^^ y^^ z^^ y^^ z^j y^^ etc. trouvées dans le 
numéro 58, donnent immédiatement, dans la supposition de c = 0, quelques- 
unes de ces quantités. Les voici 

2 = 0, 

^ _p(p + ^}) 

_ 26(16 6» — ^>(;> +_4a/>)) 

5» — (V+ iaby ' 

_ 4hj>(p 4- 4a6) (p« + 6a/>p + Ha^h^ — 86^) 
^* ~ (W> —p(p + iab)y 

61. Prenons maintenant quelques exemples. 

1. Soit n=l. Dans ce cas on a gri = 0; c'est-à-dire J = 0; donc 

On a par là 

Q—^ -J-ax-t-^^^ — - ^^-^ ; . 



\ 



donc enfin 



/ 



V(ar* -j- ox)* -|- p« 

21* 
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2. Soit n = 2. On a q^z=0; donc p^= — 4a/>, fc=|^a; on aura 



donc 



J y(a!^ -\- ax -\- hy — Aahx 



3. Soit 7?. = 3. On a r/3 = 0, donc p^ -\-Aabp^=\Qh^^ d'où Ton tire 

p=r — 2A(a±}V + 4A), 



c, 



donc 



c. ^ î.ît 3^ Il _ 4/>« _ ^ („ :p y-„rq: 4^ ^ 

p ^, ^ ^ ^ \ T r I / 7 

On aura donc 



/ 



Nous avons supposé dans ces exemples c = 0, mais il est clair qu'on obtien- 
dra les intégrales les plus générales en mettant x-\-a au lieu de ic, a étant 
une quantité indétenninée. 



Problème IV. 



Trouver toutes les intégrales de la forme 1 -^i ' Ç'^* peuvent s^exjrrimer par la fonrtion 



1 M • A \ p + qVb 

logarithmique A . log - - • 



62. Ce problème est dans le fond un cas particulier du problème II, 
mais comme sa résolution est très importante dans la «théorie des fonctions 
elliptiques, je veux en donner une autre au moyen du problème précédent. 
Soit _ 

VR' " F'—Q' VU' 



I 
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rîntégrale la plus générale de cette forme qu'on puisse exprimer par l'ex- 
pression 

^ p'—Q' y H' 

En substituant —-,-, au lieu de y, on aura 

,,,_,,, 1 _)fc'«+/fc7+l_*'(^ + '+*')_)fc'(jr+ifc) 

en faisant k = l-\- p . On a de même dy = — 'r~ri\i ' ^^^ 

Ii' = {y'-{-ay-\-by-\-c+py, 
on aura 

^ — - - - ■-^^:^i^* - -, 

donc 

Désiffnons par — ce que deviendra — ■ — ^^ , en substituant , , 

^ ^ P—QVB F'—Q'VH' *+^ 

au lieu de y, on aura 

P+QV'B 






f—qVh 



ou, en faisant — j , = A , 



J •'•+' " y/f ~ ' ^^ p^ Q Vit 



Cette intégrale est maintenant l'intégrale cherchée la plus générale, ce qu'il 
est aisé de voir. 

Il faut maintenant déterminer /. On a 

E=[i-^{x+i)aJ^{x-\-iybY+p{x-\-iy-i-e{x+iy, 

c'est-à-dire 

Ii=l+ 2aix + + K + 2*) {X + /)'+ {2ah -\-p) {x + /)» + (i»+ r) {x -f- Z^, 

ou 

i? = (i» -|- c) {x* + Jx' + ;'x» + /?x + a), 



1 
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•-■a 



â = [4{b*-\-c)l-{-2ah-\-p]: (6* + c), 
y = [6{b* + c) ?* + S{2ah -^p) ? 4- a* + 2i] : (/>* -f c), 
,3 = [4{h* -\-e)P-\- 3(2ai -{-p)l'-^ 2{a* -\-2b)l-^ 2a] : {f -\- c) , 
a=[{b'-^c)l*-^ {2ah -\-p) /» + (a» + 26) l* + 2a.l + 1] : {b* + c). 
De ces équations on tire 

2ab -\-p = {b* -\-c){â— 41), 

a» -f 2i = {b' -i-c){y — ZM + 6l*), 

2a = {b'-{-r)(j3— 2yl + 3(W* — 4P) , 
l=(i« + c)(a — /?/ + ;'?» — JZ» + Z*); 



d'où, en faisant 



/3' = /3—2/l~\-Bâl' — 4l', 
y'=^y — Sâl-{-6l', 
â' = â—4l, 



on tire 



a 


i- 


a' 


) 










b — 




i- 




ï+i- 


a' 


? 




c 


1 
a' 




ï 


[Y 


i 


a'» 




P — 


d' 
a' 




\ 


/5' // 
'a' \a' 




-i 


/y» 



En Hub.stituant maintenant ces valeurs de a, i, c et j? dans l'équation qui 
exprime la relation qui a lieu entre ces quantités, on aura une équation 
entre /, a, /?, / et (T, d'oîi Ton tirera la valeur de /. On aura donc enfin 

ï}<'. fu-Wt ér| nation on tire ensuite 






(.r + /)VjB ' ' " F—QVii 

/• _df 1_ Çdx A Vb* + c , R+QV'R 
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et de cette manière on obtiendra toutes les intégrales de la forme 

/(Lv 

1 et la fonction logarithmique 

^ f—qVb 

En mettant — l au lieu de l, on aura 



Ç dx 1_ Çtlx . A-\/b* + c* , Pj{^^yR 

J (x — C)VB~ Ï+^'JVIÎ ^ + * ■ ^^ P-QVB ' 

ou bien (n" 44), 

r (Le __ i_ rdx _ t _ _ . p+ Q v ~R 

J (x - /) Vli~ ' + * ; VÈ (2n + 4) V'^-i- jil -f yi^ Ôl»~^fi ' ^^ P— Q ^Ë 
Si l'on suppose k-\~l = -Tr = oc^ ou fc' = 0, on aura 

(Ix 1 , P-{-QYR 



r f/^ _ 1 . p-f 

J {x—l) VB ~ (2n + 4) Vâ^l + y/»+d/»+/* " **^ P — 



QVÎî 



Prenons un exemple. On a (n* 51) 



/* ^ 1 1 I"+Q' VR' 

J Vx* + 2x='"^ 3^» — V(i^l) ~ * * °^ P' ^ Q' V/2' 



Soit X = -, , on aura 



dt/ 



xdx= — 



E = i-±_ % -i)_-:^% - 0* - «'(y - 0' + «'(y - 0* 

donc 



(y-Ô* 



d'où l'on tire 



donc 



(y-0*' " ' 

J=— 1 — 4?, 

;' = ( — 3 + 3a7 -|- 6a7*) : a', 

/3 =. (2 -|- 61 — 3«7* — 4a7») : a', 

a = (1 — 2Z — 3i« + «7» -|- a'I*) : a' ; 
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Eîi faisant / = 0, on aura 

f d.v =_4 lo p+^^y^ ^ 

P' = a;» + 3a;*-2- I , Q' = x-\-2; 
donc 

Daus le troisième problème j'ai donné une méthode pour trouver toutes 

^^— ^ — qui peuvent être exprimées par la fonc- 
tion lopraritlimique A . loff -^ . Dans la suite de la théorie des traiis- 

c^IJdaIJte?^ elliptiques je montrerai comment on peut trouver une infinité d'au- 
tr^^ îijt-égrales de la même foime, intégrables par d'autres fonctions logarith- 

ixjjfjueft, qui jïont toutes composées de termes de la forme il.log — - - — — , 
comme noujs l'avons vu à la tête de ce chapitre. 



CHAPITRE m. 



Sur une relation remarquable qui existe entre plusieurs intégrales de la forme 



/dx Cxdx Cx^dx Ç dx 
V^J~Ï%J ~VÉ ' J {x — a 



— a)VB 



63. Nous avons vu dans le chapitre précédent qu'il est eu général ini- 

I dx • / dfX t vdjT 

[XMtsible d'exprimer l'intégrale / ~^ P*^ ^®® intégrales / -^ , / - — , 

/'x*dx . . • . 

; néanmoins si l'on prend cette intégrale entre des limites convenables 
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/dœ 
par les trois înté- 
{x — a)yR 

gaules ci-dessus. Ces limites sont, comme on le verra, les valeurs de x qui 
rendent li = 0. Soit 

En différentîant p par rapport à a, on aura 

dp r dx 

^ ~J{x — afi'R ' 

Maintenant on a vu dans le premier chapitre que / — -— - est toujours 

J (ic — afylt 

réductible à l'intégrale / . En effet on a (n^ 14) 

J {x — a)yE 

f — '^''— _ =- . f^(A4-Bx4-Cx') — l-^''' f - '^ 

— _ ^ -j- const. , 

(.r — a) fa 
OÙ 

A = — ea^--^âa, B = ^(y, C=e, R=fx. 

f (tx I dx 

Donc en substituant pour /- ;— et'/ , leurs valeurs, p 

^ J(x — a)Vn J(x-afilt ' ^ 

et . , et prenant les intégrales de manière qu'elles s'évanouissent lorsque 
j: = r, r étant une valeur de x qui rend li=fx^=:Oj on aura 

Cette équation devient intégrable en la nmltipliant par ^fa . da ; car on a 
alors 

Y/a . dp -{-p .dSja = }lfx - '\ y + f . f;*; {A + Jix + Cx% 

(a — x)yfa y fa J V./.c 

En intégrant on aura 

p C> - MU j^^ 4^, =p;;„ j% (A + '>^ + tV) + const 

Si l'on prend l'intégrale de a = r, on a : c^nst. = 0, en remarquant (jue 

A^Bx-^ dx' -^ ^ âx + fx* — (I (Ta + m'). 

Tome II. ' 22 
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MiiiiiUiinuit 011 u 

['['' f'^"' (>()*/: l'tx' -icVa -m^) 

J \/n \l V/.r J y/fx J V/a 

\)i)]w. (îii HuliMtiumnt CA^lir. vuliMir et rcnuîttHnt lu valeur de />, on aura Té- 
(|uutinn suivante: 

./ (.'• ^0 k/.'* j (a — .r) V./a 

Celle éiiuation donne la dilVérenee entre les deux intdp^rales l^'a. j 

exprimée ])ar des înté<j;rales de la forme / * : 

. (<' .»*) V /<« J ^ 

* , ee (jui est très renumiuable. 
V /// 

, , C dj- 

Supposons nialntenant (pron prenne rintégrale / ' ^ de x^^ : 

J Çr — (i) > /W • 

,r :r\ r' étant inie atitre valeur (pii rend />.:=(), On a dans ce ca^ 

Cette éipnition montre ipron peut exprimer rintéj>^rale définie / 

par des nUéirrales de la torm{> / ^'t / , ce qui es 

portant dans la théorie îles transcendantes elliptiques. 

Soit r" une tn>isîi^mo valeur qui ivnd /> = 0, et supposons 
ou aum /ir 0, et 

.,^ /■■■ ./.. ^ I" (\*yr : f.,*^.l.r _ r\Lr /"" (J Ai — e«*V/<, 

J ■ \ t'I J r y t'.r J r ^ t'-l' J r ^ fa 

ivpiation qui ex]>rime une aviation entiv quatre huéo'niles détinies, 

Suppo>ons dans Téquation [a\ que x ait une valeur telle que ^ 
/ , puî>se être expriuuv par des întéofniles de la foni" 

/ 



t Tr-- 






, et sou 
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V 



i>o>'''. 



u 



J (a- œ) Vfa~J Vfa "^ '''' 



(a — .r) y ; 

70 étant une fonction logarithmique. 

En substituant cette valeur, on aura 

Jr (.'• — a)V.A Jr vfa 

•"jrV./aJ, """Va" Jrtfr'jr V/u'' 

Les intégrales sont prises depuis x = r jusqu'à x = (Oj w ëtant une valeui* 
telle que 

j(a-w)v:Â' J ifa ~^ ' 

Supposons de plus qu on assigne à a une valeur a^^œ qui donne 



( ^^ = r (^' + '^'*) '^'- -L ,«' 



* 

yr' étant une fonction logarithmique, on aura 



/ K>' - - y> = Yf-j}''^^/^ '" - Kk/ 



W V ru) — îCyîiU^VTu)! - - ' — VJ^ I — -1 — 

y/ ^ J r fj*^ 



'^Jr V/a Jr VA Jr Vp Jr ÎJâ 



8 



)Al 



64. On peut trouver une reUition encore plus générale entre phisieurs 
inteOTales définies de la manière suivante. 

Soit 5 ime fonction logarithmique quelconque de la forme 

En prenant la différentielle de cette expression on a, suivant ce qu'on a vu 
précédemment, un résultat de la forme: 

1^ Il \ ' ' .r — a ' X — a ^ x — a ' / 

donc en intégrant 

,_ /•«_+ cs j^ r <ir ,r ^'-_ , .... 

J Vit ' J(x-a)Vlt ' J{.T — .,')VJi ^ 

22* 



170 THÉORIK Ï)ES TKANSCKNDANTKS ELLIPTIQUES. 

Maintenant on a 

_ r da l'(h ^Jc + ea-^) dx _ r ilx /'(.} da + €a«) da 
~i V/a * j )//. "" J y/> ' J V/a 

Donc en snbsti tuant cette valenr et remettant la v^aleur de />, on aura Té- 
quation suivante: 

. . , J [x-a) yfx J (a — .r) V/a 

^"^ j _ f da r(\âx-i-€x^)dx fdx r(^ôa + sa*)(la 

{ ~^J V/a J ' ~ Vfx J V/x J Vfa 

Cette équation donne la différence entre les deux intégrales ^/a . / -— 

J (x-a)^ fx 

et ]/fx,l , exprimée par des intétJjrales de la fonne /- et 

r(3fV + «y*)^(y • ^ .. V 11 

I ^^_l'_l î£ >l ^ ^ ee qiu est très remarquable. 

/* dx 

Suppo.sons maintenant qu'on prenne l'intégrale / * : de x = r à 

J (x — a) y/x • 

X --■= r\ r' étant une autre valeur qui rend fx = 0. On a dans ce cas 






/ ^\ l//' f^ ^^ — f ^'^* /"^ {^ôx-\-€x^)dx C^ dx (\\ 

^^ ^ '^^' J r {a:-â)Vfx ^JrVja J . yfx ~J , VA Jr 

y""' dx 
^ 
^ (or ■— a) y/> 

par des intégrales de la formé j / et j ^^^'^^-^ ^ ^ ce qui est très im- 
portant dans la théorie des transcendantes elliptiques. 

Soit r" une troisième valeur qui rend yx = 0, et supposons a = r''^ 
on aura fa = 0, et 

, . r '' da r' (j ôx + £.r «) dx _ r' dx r '' ( J ^-f ea^da 

^^'^ Jr Vfa J r Wfx ""J . ifx J r ^ï fa .' 

équation qui exprime une relation entre quatre intégrales définies. 

Supposons, dans l'équation (a), que x ait une valeur telle que l'intégrale 
puisse être exprimée par des intégrales de la fonne / ' et 

{a-x)y'fa ^ r V B j ^.^^ 



i 



* ada 

--^ , et soit 

y/a 
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J{a — .T)Vfa J V/a "•" ' 

w étant une fonction logarithmique. 

En substituant cette valeur, on aura 

Jr {x — a)yfx Jr y fa 



w 



'^jrVfa Jr VA'" ~ Jr Vfr J, " V^ 



Les intécrrales sont prises depuis x = r jus([u'à a: = (o, cw étant une valeur 
telle que 

/da r (A -\- Ba) fUi | 

(a - to) ifa ~J V^fa ' '^' 

Supposons (le plus qu'on assigne ko une valeur a^va' qui donne 



J (x—(o')'y/x J 1//.C "'" ' 



w' étiint une fonction logarithmique, on aura 

'1/^' ifr- 1/7- r'(-^ + '^«)<*« ,/7 , ^°'(■^'+'^'•'•)'^•'• 



~^jr Vf» Jr Vfx Jr V/^ Jr 



"Yfa 



64. On peut trouver une relation encore plus générale entre plusieurs 
intéorales définies de la manière suivante. 

Soit s une fonction logarithmique quelconque de la forme 

^.log^+i^^+^Mog'''+^'^'^ + ---- 

En prenant la différentielle de cette expression on a, suivant ce qu'on a vu 
précédemment, im résultat de la forme: 

donc en intégi'ant 

, ^ flj+ (^- dx,4-L( ''" , ^L'( - -''•'•--- + 



... * 



22* 
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Prenant ensuite l'intégrale depuis x = r jiLsqu'à x=^r\ on a 






~^Vfa \Jr i.fa Jr 7fx " Jr Vfx Jr ' 

■" V/a' \Jr ifa' Jr " ~V/.t Jr V/x Jr VJ^' 



+ 

ou bien 

Jr ifx 

_ r' lU / L r(|_da+^a*)</a , L' r(ida'+Ea'*)<ia' 
J r Vfx W/a J r ~ V/a ~^V/a'Jr 'V/a' ^ 

. r'''(_^d^c-\-e.v')da; IL C <la . L' C da' . 
^Jr " " Vf-r ' "' \Vfa J r V/a~^ V/u' J rVfa' "' 

Toutes les intégrales qui se trouvent dans cette formule, sont, connue on le 
voit, de la forme 

J ify J V/y J ify 

et Téquation exprime par conséquent une relation très générale entre un sy- 
stème d'intégrales de cette fonne. 



Z- h la for 



me 



h 



• 



Voyez Legendre Exercices de cale. iiit. 
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liéduciton de Vintégr(de \ yJ' r 

anx iniégrides \ .- - i Idipfl — c^mi^cp et f - " 

Voyez Tjegemire p]xercices de cale. int. 



Comparaison des iraïucendantes ellij)f{ques. 
Voyez lA'gemlre Exercices de cale. int. 



Eimluaiiori des Iransrendanles eUlpiiqnes par approximation. 

Voyez lA'geiulre Exercices de cale. int. 



Uêdaciiœi des iranscendanies elliptiques de troisième espère 

j)ar rapport au paramètre. 

Considérons l'expression 

PVR 



en la différentiant, on aura 



arc tang — -— = s ; 



14- 1 -[ 

ou bien 

as— ^i^ ^^^ - - . ^^^ _ ^, . ^,^^ 

Soit 

P=l, et Q = x{a-\-hj^). 
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En substituant on aura 



En faisant x= l et a: =3 , on aura 

c ^ 



d'oîi Ton tire 



rj 



donc 



i 1- 



fl 1 



1 



!("+:;)=(>+;;;)i'''+:--v*; 



■(1 )-„,)Vi+„_„ji + 'j;j|/i -!-;.]('*, 



C 



( ^ + l'OK'^ + r» - c^*^^ -hnori +n]yÂ 



On a de même 



h=n,\n\k. 
En substituant cette valeur, on a 



ou 



n 






donc 



n 



C«(>/l+7i — Vc* + «) 



_ (1 _ c2) Vn— c* VI + « + Vc» + n 

OU bien, en nniltîplîant en haut et en bsvs par [^1 4- '^-hV^^H"^*? ®* ^^^ ^' 
duisant, 



.2 



7? 



n _ y n . Vw + 1 + V'(r + n) (c« + '0 — Vw(c» + w) 



- ) 



c'est-à-dire 



,.» 



w 



(Vn— Vi+70(V"— V^' + f*)/ 
et en multipliant en haut et en bis par (}^^4" K^ ^~^0 (f^^^ 4"}^*"!"'*)» 
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011 aura 



ou enfin 



„,=„(^l+r+l)(l/l+;"+l). 



On a 



On trouvera de même 

Cherchons maintenant la valeur de AL 
On a 

donc en diiï'érentiant 

2QdQ-]-dR=2{l-^niX*)[{l -\-nx*)2n^x-{-{l -^niX*)nx]da; 
d'oîi 

En n ml ti pliant par Q et substituant pour Q^ sa valeur (1 +nx^) {l + n^x^y —B^ 
on obtiendra 

Maintenant on a 



^y (Le (Le ' 



donc 



Or Q z^^ax-\- hx^^ donc -.— = a -|- Six*. On tire de là 

J/-— (J -^n^x'^)[{2nn^a — {n^-\-27i)h)x^-\-{n^a~U)x^—a\ 
Donc 

M _ [2n«i a — (/Il -f- 2ti)b\ x^ -\- (jiia — 3/>) x^ — a 
N ~ (1 + n jr«) (i + n^x^) " ' 



L' 



~ ' l + wu?» '"l + nix 



ï ' 
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OÙ 



4 = 2a 






j h ni 

y 71 



n 



2h 



U=- —2a = 2Y^—2a. 



ar 
donc 



On aura par conséquent 

vr 



'«tg--(f=[2«-(^+„^,)*]^+(7;.-«)^^(«)+(2y«-2«)/7(«.); 



Vn' 



y -'—a ni— ayn 



ni — aVfi 

On trouvera 

^''~(i| + » ) ^ _2a V7i - (2/t + 7éi) _ (vV-f n — Vn) (>'l -P^— ^n ) 






ni — a Vn 



yi +'n.yc^+n 



Donc on aura 

• 

n{n) = — ---^-- arc tg. — -^ -\ ^-— - '^ i^ + ^ - ^ -. - //(» + C- 

oîi 



b = + 71^ \n =^f[n) ^n, 

a = (tIi + 1) ynJç-\^ n, ^n = /(m). 
Ou bien, en faisant pour abréger 

ni ip a Vu 
±2aVn — 2w — Hi 



= a = ip{n\ 



n 1 -f. a y w 



^ft-.= e{n\ 



a7€ 



on obtiendra 



+ (2a + 2 V// ) Vn / \ X / r 

ni -f. a > n *^ 



ir{n) = /îi^+ yfl{ni) -j- a . arc taug 
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Soit maintenant 

on aura de la même manière 



n(n^ =-[iiF-\-y^n{n^-\-a^ arc tang 



iR 



En dérivant les quantités n^ «g, /î^, ^j,, a^, h^ de la même manière, on aura 

n{n,) = (i, F-\- yjl{n,) + a, arc tang ^l^^^.L^' , 
et ainsi de suite. 

En faisant des substitutions successives, on aura donc 

n{n) = {(i -\- p^Y -\- P^Yyx-\- ft^mït^ VPn^-iYr^n • • • r^^)^^ 

-i-rri/^rs • • • /«.-i. /^(rij-l-a. arc tang ^- TTg ' 
-^a^Y ' arctang -^ '-^ ^— 

+«f//i . arc tang >—'-^—^ 



+ ^^lYYiY^Y^ ' ' • Yn^-i • »rc tang - ^ • 

Considérons maintenant la loi que suivent les quantités n, n^, Wg etc.; n^ a 
les quatre valeurs suivantes: 

1) n,= (y^-i-i-y„)(y^+^+]/^), 

3) „, = _(y«^ï + y«)(f^-fV-Vn), 

4) n, = — {^n^l—'^n){^n-f^^-\-^n). 

Soit d'abord 

«, = (y«+ 1 + V«) (VH- c» + fn) ; 

on voit aisément que ^^i>4r^, car comme y?!^ î'^yn et y^-|-c']> [/w, 
on a 

Tome II. 23 
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c'est-à-dire 

ni ]> 4w ; 
de même 

n8>4n8>4*w, 



w«.>4w„_i>4«w. 



On peut donc faire en sorte que n^ devienne aussi grand qu'on le voudra. 
D'où il suit qu'on peut exprimer la fonction fT{n) par la fonction t[{n^) dans 
laquelle n^ est plus grand qu'un nombre donné quelconque. 

Considérons maintenant les quantités a^ h^ a^ ft etc. ^ On a 6 = ni}^; 
h est donc positif et très grand, si n est grand. La valeur de a est 

a = (Wi -|- 1) y^ H~ 1 — ^1 V^7 

d'où l'on voit sans difficulté que a croît en même temps que n^ et que par 
suite les quantités a, a^, a,, etc. vont en croissant 

On a de même 



a, 



^m O'm^X y«m— l 



En substituant les valeurs de n^ et de a,^i en /i«„i, on verra que a,«_i est 
une très petite quantité de l'ordre — _ . • 

On a 

d'où l'on voit sans peine que (i est toujours contenu entre les limites 1 
et 0, et que la série des valeurs de /? tend continuellement vers la dernière 
limite, lorsque n est positif. 
Enfin on a 



(2a-2 Vn )yn ^ Vl -jl n + Vc* + « 

Wi— a yn yl+n.yc* + n 

On conclut de là que la suite des valeurs de y tend continuellement vei^s 
la limite 4 en croissant. 

Considérons maintenant la seconde formule 



n 



,= {YnJrl-fn){\n^c*-Mn). 
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Supposons d'abord que n soit très grand; alors on a 

donc 

c» 

Donc à mesure que n devient plus grand, n^ devient plus petit, si n 
est plus grand que l'unité. La même chose a lieu si n est moindre que 
Tunité, ce dont on peut se convaincre aisément, en différentiant la valeur de 
Wi, car on trouve 

donc, la différentielle étant négative, il est clair que n^ croît si n diminue, 
et réciproquement. 

Cherchons maintenant si la série des quantités ?^, n^, w,, ... a une 
limite. Si elle en a une, cette limite est la valeur que reçoit n en faisant 
Wi = w. Soit h cette^ valeur, on aura 

fc = (yjH-~ï — y^fc )(y3H^ 

Faisons n = A;-|-a, on aura 






«1 = fc 

donc 



n. = A; — 4 ( , + -; ) o + 



maintenant 4 ( — -l- — r i <' 1 , donc 



Donc n^ diffère moins de h que n\ donc h est la limite des quantités w, w^. 

On peut donc réduire Tliri) à la fonction n{nj), oh. n^ diffère de k 
d'une quantité aussi petite qu'on le voudra. La fonction IT{k) peut s'expri- 
mer par la fonction F et des logarithmes, car on a 

(1 _ y) n{k) = lSF-\- a . arc tang ^^'^. , 

b = — n,yn= — 0, a = (fc+l)» + /c», 

23» 
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^^ 2a-\-3 Vk 



"-^TvT' ^=-'' 



1—7 = 3, a 



donc 



1 

a + Vik' 



rr/1\ 2a-\-3Vk j^ l ^ CUV — k^ jr^ 

rj(lc)=: , J^ -.arctanff : 

^ ^ 3(a+>/^) 3(a + Vk) ^ vu 



k est déterminé par Téquation 

k = (yifc + 1 — \fk) (K^+c* — }^). 
Considénins maintenant la troisième fonnule: 

n, = - {y^+ï 4- \'u) ifTï^c* - Yn)- 
Vy est donc toujours négatif. En diflFérentiant on aura 



dn^ = — i f^il —j—- — y^ \dn\ 

\ >'?** + c^n y n^ + "/ 



l'accroissement de n^ est donc positif. 

Soit d'abord n très grand; on a alors 



1 



-.V„(i^")=- 



Donc lorsque n est très grand, n^ est très peu différent de — c*, qui ei>t 
aussi la plus petite valeur que puisse recevoir n^, La plus grande est — r, 
qu'on obtient en faisant 7i==0. Toutes les valeurs de n^ sont donc renfer- 
mées entre — c* et — c. 

On peut donc toujours supposer n négatif et compris entre ces deux 
limites très étroites. 

La dernière formule est 

n, = — (y«~-fT — y«) (y/i+^* + y*)- 

Si n est très grand, on a 

«,=-i.-^-.2y«=-i. 

yn 

Donc, lorsque n est très grand, n^ est très peu différent de — 1. C'est la 

plus grande valeur que puisse avoir n^. On obtient sa plus petite valeur 

en faisant 72iz=0, et on aura alors 7ii=: — c. Donc n^ est contenu entre 
— 1 et — c. 
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Dans ce qui précède nous avons supposé n positif. Considérons mainte- 
nant le cas où n est négatif. Soit w= — a, a étant positif, et soit d'abord 



n 
donc 



lA^I).(^+|/ 



On voit par là que «i^a, et si a est extrêmement grand, on a 
Lorsque 

«.=«(i-l/^>-i)('-V/'-T)' 

on a «!<[«, et si a est très grand, «i est très petit 
Lorsque 

on a, si a est très grand, 
OU plus approché 

donc la plus petite valeur de a^ est égale à 1; a^ reçoit sa plus gi-ande 
valeur en faisant cr r= 1 ; alors on a 

Lorsque 

..=.(i+lA"-ï)(i-^rr^), 

toutes les valeurs de «i sont renfennées entre les limites 

1 — yi— c* et c*. 

Cherchons maintenant la valeur de n en n^. En faisant le produit des 
quatre expressions suivantes: 

«I - i}[n - fn'-fl){Mn - f^-fc'), 

«.-(y«H-y«+ï)(V^-y«+«'), 
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on aura 
d'où Ton tire 



n 



4«i(ni+ l)(ni + c*) 



Cette valeur est très remarquable parce qu'elle est rationnelle en Wj et 
en c*. Elle est aussi très connnode pour le calcul logarithmique, car on a 

log /i = — log 4 + 2 log(7^l — r) + 2 log(7^l + c) — log w, — log(wi + 1) — log(ni + c*). 

La formule trouvée dans ce qui précède, peut aussi servir à trouver une in- 
finité de fonctions elliptiques de la troisième espèce qui sont indéfiniment 
réductibles à la première espèce. Il suffit de faire 

et on aura une intégrale /7(r?) déterminée par des logarithmes et par la 
fonction F. 

Soit par exemple ni = n, on aura 

4n(n+l)(n + c«) 
OU 

3n*-f 4(l + c*)w»-f 6c*w* — c* = 0, 

d'où l'on tire quatre valeurs de n. 

Lorsqu'on connaît une valeur de n telle que TI{n) puisse s'exprimer par 
la fonction elliptique de la première espèce, on en peut trouver une infinité 
d'autres qui jouissent de la même propriété; ce qui est bien évident, car 
connaissant TI(n) on connaît aussi 

77 (ni), 77(ng), 77(^3), etc., 

n{n_^), n{n_,^^ n'{n_^\ etc., 

en continuant la suite n, n^, n, . . . vers le côté opposé. 

Ainsi l'on a par exemple 

nie) = iF+^^ arc taug -^^-^ , 

donc on connaît aussi n{n^^ où 

2) „,=(y^+ï-yo)(ycH^->^), 



THÉOHIE DES TRANSCENDANTES ELLIPTIQUES. 183 

3) «,=_(y^+ï_y^)(>^*ip74-Vc) 

De ces valeurs on déduit ensuite de nouvelles. 
On connaît aussi 

77( — 1-f-yi — c*), donc aussi TI{n^^ où 

^ ^ [( -l + l/T=^)'^ c>]' ^_j. 

* 4(__l + yi_c»).i/l-c».(c*— i+yi-c«) ' 

mais cette valeur rend la formule illusoire parce que 1 — x* est facteur de R. 



Méthode pour trouver une infinité de formules de réduction pour les trans- 
cendantes elliptiques de la troisième espèce. 

Pour trouver une formule de réduction pour les transcendantes ellipti- 
ques de la troisième espèce, il s'agit de trouver une relation entre deux de 
ces fonctions qui ne diffèrent que par rapport au paramètre. Cette relation 
doit être déduite en différentiant une fonction logarithmique de la forme 

expression qui peut aussi être mise sous cette forme 

A . arc tang -^ — |- A . arc tang -^ ,j, 1_ . . . . 

Suivant ce qu'on a vu dans le chapitre second, il est aisé de voir que la 
relation entre les deux fonctions doit avoir la forme: 



,r__^. _ + X^r ^----=:C^r'f^+:^^.arctang 



En mettant — x au lieu de x, on aura 



L I :^--\-L I , =zC I - - — -T^ . arc tang - 7 ^ . 

fx. 

11 faut donc que - — soit une fonction impaire, ou de la forme xF(x^\ 
Considérons seulement la fonction A . arc tang - p-^ = S. 
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En différentiaiit on aura 



dS=z 



'^T_i^<+^(i'2-<2£) é._M ^ 



• — - - 



1+9:?. F*-\-Q*B VB~ ^' va 



Comme -j^ doit avoir la forme C-\- j j^ — ^ -[- j—r- ^ , il faut que 

P» + Ç»i2 = (1 + nx»)" (1 + «1 a;*)"' = iV, 

fi et ,u' étant des nombres entiers et positifs quelconques. 
Eu différentiant on aura 

2PdP-^ 2QRdQ -f- Q'dB = dN, 

et en multipliant par P et remettant la valeur de P*, 

2{N— Q*J{) dP-\- 2PQli dQ + PQ*dR = PdN, 
c'est-à-dire : 

±pf _ N f 

Q ' 

en substituant la valeur de N, on aura 

M=-^ (1 +««»)''-*. (1 -f «,«»)"'-* (p[/iwa;(l -|-nix*) + 

.«X4iH-«^*)1-(i+«**)(i+«i«=*) -!^); 

donc 



3/ 



^- ( [(^^ + /"'^i) -^ + (m + /*') ^^h «*] i"— [! + (« + ni) X» + n«i j-*] ^ j 



iV (l + r<j?»)(l+ni.r») 

Le numérateur de cette fraction doit être de la forme: 

Il y a deux cas à examiner selon que Q est une fonction paire ou impaire. 

Si Q est une fonction paire, P est une fonction impaire. Dans ce c>as, 
si fi'^u=2v, la fonction Q est du degré 2v — 2, et P du degré 2y — 1; 
si au contraire /i -|-/^' = 2y-}- 1, la fonction Q est du dégre 2y — 2, et i^ 
du degré 2y-{~l. 

Si Q est une fonction impaire, P est une fonction paire. Dans ce cas, 
si fi-^u' = 2yj Q est du degré 2y — 3, et P du degré 2r; si au con- 
traire ^-|-/^' = 2ï/-|- 1, Q est du degré 2y — 1, et P du degré 2r. 

Déterminons maintenant les quantités k et k\ 
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On a, en faisant Q^=.fx et P=.(px^ 

1 • 

M=^ y- [{^in -f- i"/wi) X -|- (.1/. -|- fi') n n^ x^) (px— {l-\- nx^) (1 -|- n^ x')f/) x] 

En faisant x*= et cc* = — , on aura 

1 ,, . 1 \ . ■' -/, «i\ "^(K^l ) 






n ■ n 



Mais on a 

(v.x)'' + (/a:)«(l-x»)(l-c«x«) = (l+«a:''r(l+«,x*r'; 

donc en faisant x* = et x* = — ? 

W fil 

donc en substituant, 

*->'+.!>=:• '7,.- 1/( •+»)('+" 



fc - 



ou bien 









On tire de là 



Tome II. • 24 
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A;' == 1 _1_ i- 4- 1 r /^»iV(l+ ") (c* + n) . f,'nV(r+n^{c*- \-n,)\ 
« ' «i ' >1 V fn "^ Vn, ) 



Soit pour abréger, 



7 1 I ^ 

nrii ' A 

n ' ni • -4 



on aura en substituant ces valeurs 



— + (- + — l^' + a;* A^l + l'x\ 

nni • \ n • «1 ' ' ' ' ' 



c'est-à-dire 



nrii 



Donc 



/ + rx^ 



A' """ ^ ' (1 + 7w:2) (1 + ni x«) 



Soit 



/ + /'^« 



(1 + wjr*) (1 -|_ m^*) l-\-nx 



2 



1 + ni^ 



on aura 



y^ In — /' j-, Ifii — l' 
Là =■ j Jj = 7 



n — ni 



ni — n 



et, en substituant les valeurs de / et de l\ 



^^^y(r+n)(c^ + n) ^^ ^,^^-y(l + ni )V + ni) ^ 

Vn Vni 



donc 



.^= ri I ^V(i + ^)(g^ + ^) . 1 ■ A^^V(i + ^i) "("g^ + ^i) 

N nni ' y^ 'l + nor* ' -/^^ 



1 + ^1 ^ 



dtC 

En iiiultipliani; par - - et intégi-ant, on aura 



arc tang - -= -- i?'-^ ^ ^— ^-^ -^- /7(«) + 1^-^ V^ ^ //(«, ; 

■^ nni y« y«. 



Vni 



u- 1^ • . VTr+n)(c« + n) . . 

OU bien, en désignant — ^^ — ' — --s: — - — ^ par ^/(n), 

yn 



qVr.__ a 

nrii 



arc tang -"-]/- = ^^; F+ //v(«) /T^H + /*'v(«i) /7(«i). 
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Ou tire de là 

ce qui est la formule de réduction demandée; n^ est une fonction de n; je 
la désigne par xip)' 

En mettant n^ au lieu de n, il faut mettre )^{n^==zn^ à la place de 
^1, on a donc 

/7(/^. ) = — •— • j r /V (n,) -, — r i' + - - arc tanff ^ ,^^— . 

En substituant cette valeur, il vient 

*n(n) -{f^'-Y i^) n(n ^ _ -1- 1 A _ lll 

En général on aura 

1 u -■(ï),--(-ïy -■(-;-)* .---(^n,. 



— I • » • ~r 



^i//(n) \nni niti^ ' n,»», «jn^ — n,_ifi. 



1 



QVR fi' ^ QVR 



+ ^7lK^) [a'-ctang -^ _ i^ . arc tang -^^ + 

- - ' arc tang — p^ • • • ± H^j arc tang -^(izii— J 

Soit par exemple P=-l-\-hx*^ Q^ex, on aura 

{l-\-bx*y-\-e*x'{l—x*){l—c'x') = {l-\-nx*){l-\-ntxy, 
d'où l'on tire 

i+6=(i+«ovrH-«, 



doue 

1 — c 
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ce qui donne 



ou en réduisant, 



1 — c^ — yi + n + c Vc« + n 

n — 



1 



yi+-"-^/i+;' 






XIV. 



«'.«*. .a" 



NOTE SUR LA FONCTION «/'•« = -^ +,?+ Ît H h ï + 



• • • • 



La fonction V^^ = 3: -|- ^^ -f- 0» -|- • • • "f- ^ ~h * " * jouit de plusieurs 

propriétés remarquables, que je vais établir dans cette note. On trouve quel- 
ques-unes de ces propriétés dans Legendre Exerc. de cale. int. t. I, p. 244 et 
suiv. Les autres, si je ne nie trompe, sont nouvelles. Comme la série 

ic -|- ^, -f- a« "f" • • ' n'est convergente que lorsque x ne surpasse pas l'unité, 

il s'ensuit que la fonction \f)x n'a de valeur que pour les x compris entre 
les limites — 1 et -f- 1. Pour toute autre valeur de a;, la fonction n'existe 
pas, parce qu'elle est exprimée par une série divergente. Nous supposons 
donc toujours x compris entre les limites — 1 et -|- 1 . 
En différentiant on obtient 

c'est-à-dire 

d%i)x=— log(l— x); 

donc 



(1) xpx=—j 



l'intégrale étant prise depuis « = 0. 

De cette expression de ^x il est facile de déduire les propriétés de 
cette fonction. En mettant 1 — x au lieu de a;, on obtient 
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^ ^^ NOTE SUR LA PONCTION l//J?= JT + "o» + Tf H 

et par suite 

donc 

i//a; -|- t//(l — x) = C — logx . log (1 — x). 

Si Ton fait ici x=Oy log x. log (1 — x) disparaît, et Ton a tp{l) = C] mais 

(2) ^(i)=i + J_ + .]_-|_J.+ . . . =.^ . 

On en conclut 

6 



(3) ^x-{'ip{l—x)= -^ — log X . log(l — x). 



Cette formule donne la valeur de la fonction y/x pour toutes les valeurs de 
X comprises entre ^ et 1, lorsqu'on connaît la valeur de la fonction pour les 
X qui sont compris entre et -J^. Lorsque x = ^, cette formule donne 



7t^ 



(4) V^a)=Ï2-Klog2A 

Si dans l'expression de i//x on met — x au lieu de x, on obtient 

AMfl nfHw APB 

V(— a;) = — «+2« — -3« + 4Ï ' 

donc 

c'est-à-dire, puisque a:* + ô» ' + âï ~l~ * ' ' =V(^)» 

(5) V(«) + «^C— ^) = \ V(a^)- 

Cette formule donne la fonction ipx pour les valeurs négatives de x, lors- 
qu'on connaît la fonction pour les valeurs positives de la variable. Dans le 
cas particulier où l'on fait x = 1 , on obtient 

(6) •v(-l) = -iV(l) = -^' 
c'est-à-dire 

12 2* "^ 3* 4« "^ 

ce qui est connu. 
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NOTE SUR LA FONCTION l/'^ = dr + «T + o i H * 

Si dans Téquation (1) on met — ^. au lieu de x, il viendra 

^(4-i)=/(t--^)i°^'+-)=/t-|°«(i+x)-/>,iog(.+i). 



Or on a évidemment 



j ^ ^^'^^^ + ^) = — V'(— aï), 



/ïT^^°S(^+^) = inog(l + a;)]«; 



donc, en remarquant que la constante arbitraire due à Tintégration est zéro, 
(^) v(T^) + V(-a') = -inog(l+x)]«. 

En éliminant la quantité yj{ — x) des équations (5) et (7), on obtiendra la 
suivante : 

(8) fx = nlog{l^x)y-^iy,{a^)-\-^f.[^ 

Par cette formule on peut exprimer une fonction donnée ipx par d'autres 
fonctions, dans lesquelles la variable est aussi petite qu'on voudra. Car lors- 

que X est positif et moindre que Tunité, on a a:*<^x et "^t<I^- Si Ton 

fait par exemple x=^^ et a; = -J-, la formule donne 

v(i) = Kiog D» + i va) + v(i) , 

v(i)=i(iogi)'+iva)+v(^)- 

En combinant ces deux équations avec celle-ci 

g = i(log2)« + v(i), 
on trouvera 

V(i) = ^-i(log3)» + iv(i), 

' V(i) = 18 + 2 log 2 . log 3 - 2(log 2)» - |(log 3)« - ^ vU)- 

De cette manière les fonctions y/(|) et i//(^) sont exprimées par des quantités 
connues et la fonction V^(^). Si dans l'équation (8) on fait x = ^ , on obtient 

V(i) = i(log V)' + V(iV) H- i V(t^)' 
etc. » 



x* . x^ 



1Q2 

NOTE SUR LA FONCTION t/U' = .T + ^^, + 3» «" ' " 

Toutes les formules démontrées ci-dessus se trouvent dans Touvrage cîté 
de M. Legendre, Elles ne contiennent, connue on le voit, qu'une seule 
quantité arbitraire. Je vais maintenant en démontrer quelcpies autres, qui 
contiennent deux quantités indépendantes entre elles, et desquelles les for- 
mules précédentes doivent être considérées comme des cas particuliers. 

Si dans l'équation 

ipx= — j ^ log(l — x) 

on met ^ • - -^— à la place de x. on aura, en considérant a connue coii- 

1 — al — y ^ ^ ' 

stant, 

^[l~a • 1 i-^) = -/( ? + ê^] ^^^ (1 '^^-y) ' 
c'est-à-dire 



./*H('-i^-i)+/' 



/. 



Toutes les intégrales du second membre de cette équation peuvent s'exprimer 
par la fonction t//. En effet, on a 



donc 



/ 
/ 



- » 



^^log(l-y)=-v(y); 



^ . a . . A < a , adz 

boit :j = 2 ou, ce qui revient au même, 1 — y = --j ay = -^ y on aura 

quation ci-dessus donnera 

Pour déterminer la constante arbitraire, soit y = 0, on aura C =^ — ^{^)- 
On aura par conséquent, en écrivant x au lieu de a, 



NOTE SUR LA FONCTION tpx = X -}- -j -{- -, -j- . . . ^^^ 

Z u 

(9) v^(,r:^.-rz:]^)=v^(î^ 

Dans cette foimule a; et y doivent avoir de telles valeurs que les quantités 

. • . _ j . _ j ^ 1 y^ ^ 11^ surpassent pas l'unité. C'est ce qui 

^ if 

aura lieu lorsque x et y sont positifs, si cc-[-y<;]l. Si y est négatif 
et égal à — m on doit avoir ce -|- m <^ 1 ; et si x et y sont tous deux 
négatifs, il suffit qu'aucune de ces quantités ne surpasse l'unité. 
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XV. 



DEMONSTRATION DE QUELQUES FORMULES ELLIPTIQUES. 



1. 

Soient a^, Oj, a^ . . . b^, i,, b^ . . . des quantités quelconques dont l'une 
au moins est variable. Soit 



• • • 



et supposons 

0) p'—^{l — c'a^){l-\-e'x') = A{x — (pe,){x — (pe,) . . . {x — <p0^\ 

où A est une constante. Alors je dis qu'on aura 

(p{±Oi±e,±e,± ... ± e;) = g, 

en détenninant convenablement le sîgne des quantités 0^^ 0^^ . . . 0^^. 

Démonstration. En posant dans l'équation (1) x égal à l'une des quan- 
tités (fOii (pO^j . . . (pO^^ on aura, 

(2) p" — g«(l — c'a^) (1 + eV) = 0, 

d'où l'on tire 

p=±qY{l — c'x') (1 +7^; 

ou bien, en faisant x = (p0j 

p=±q.fe.Fe. 

Désignons le premier membre de l'équation (2) par i^, on aura, en différen- 
tiant par rapport k x et a^j a^ . . . bo^ b^^ . . . ^ 

(3) §dx-\-âE = 0, 
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oh le signe rT se rapporte seulement aux quantités «o» <ïi • • • ''oj ''i • • • î nïtiia 

âE = 2pâp — 2qâq (1 — c»«*) (1 4- e*x*) 

= 2pâp — 2qâq {/ey {Fey. 

Donc en niettiint pour p sa valeur + q/ô . F0, et pour q sa valeur + - . . , > 

(TJS = + 2/i9 . FO {qâp — pâq). 
L'équation (3) deviendra donc 

"2- dx ± 2/0 . FO {q(Jp —pâq) = 0. 
Or x=:<pd, donc <Ix = dô ./ô .FO', par suite 

Le immérateiir 2{p(yq — Q^J^) est une fonction entière de ce ; en la désignant 
par ipx et faisant -- =z}jx^ on aura 

+ cZ<9 = -f . 
Soit pour abréger (pO^=:iX„^ Véquation précédente donnera 

+ do,=p- , + do,= p-, . . . + dO,= f " . 

Donc 

+ dO, + dO, + ...+ J<9^ = -^^+ f 1+ . . . 4-^'f^ . 

Maintenant le degré de la fonction entière ipx est nécessairement moin- 
dre que celui de Ix] donc, d'après un théorème connu, le second membre 
de réquation précédente s'évanouira. On aura par conséquent 

± de, ±de^±de^± . . . ± de^=zO. 

De là on tire en intégrant, 

±0i±Oi±O^± ... + d^ = const., 
et par suite 

(p{±0i±o,±e,± ... ± 0^) = c, 

c. q. f. d. 

Le signe des quantités 0^ tfg . . . n*est pas arbitraire. Il est le même 
que celui du second membre de l'équation, 

p = ±qfe.Fe. 
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2. 

Je suis parvenu à ces deux formules: 






(1) 



( 






OÙ -^ = / —z^rr^r^rr ? / ^ "ô" N^ 1/ "'^ — ^^ ^^ "9" 1 > ^t Ir fonctioii ç) déteiTOÎ- 
née par la formule, 

en faisant x = <pO. 

Si l'on développe la fonction (p$ suivant les puissances de tf, il est clair 
qu'on aura un résultat de la forme: 

<ip6>_0-j-j 2^^ g-f-^ 2 3 g-l Hi.2.3...(4n+1)H ' 

oit Al, A^ . . . A^ . . . sont des nombres rationnels et même entiers. On aura 
de même, en développant la fonction f9, 

fe — \-\e +1.2.3.4"" 1727:76 H ±i.2...2« + '•• ' 

En vertu de ces formules les deux équations (1) donneront, en dévelop- 
pant suivant les puissances de a, 

Tt 3.T bu 



r+5' 






_r 3*«+i r L 5*"+i r . . . .— x a. 

e T ^ 1 ^ gS.T ^ 1 T^ *^ «5^ + 1 *^ ^ 



TT 



7T 8/r 5.T 

_!!__ 3*-— îî k 5«-— ^^*^ =4.J5 f-^'*"^' 

La première de ces formules à été trouvée par M. Cauchy dans ses Exercices 
de mathématiques t. II. p. 267. 



XVI. 



SUR LES SERIES. 



• • • 



Définition. Une série 
est dite convergente, si dans 

«« = «^0 + ^1 H h^« 

on peut prendre n tel que s^^^ est différent d'une quantité détenninée s 
d'une quantité aussi petite qu'on voudra. Dans ce cas s sera appelé la 
somme de la série, et on écrit 

Si 5^, pour toutes les valeurs de 7^, est contenu entre des limites finies, 
la série est dite indéterminée, et si s^ peut surpasser toute limite, la série 
est appelée divergente. 

De là il suit: 

Théorème. Pour qu'une série soit convergente, il est nécessaire et il 
suffit que la somme î^„+i-f"^n+a"i~ * ' * "l"^fi+«7 pour une valeur quelconque 
de m et pour toute valeur de n plus grande qu'une certMne limite aussi 
grande qu'on voudra, soit contenue entre des limites aussi resserrées qu on 
voudra. 

1. Sur la convergence des séries dont tous les termes sont positifs. 
Théorhne. Si la série 



. • • 
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est divergente, la série suivante: 



1^ _J_ J^ _L .«» _| (_J^ 

^« -r ^ -r ^ -r -r ,«_^ 

le sera de même, si a ne surpasse pas l'unité. 
On a 



• • • 



donc 



log *" =log 14-^^ <-""- 






««' > log «« — log «0 ; 

donc en remai-quant que s„ peut surpasser toute limite, .s' est divergente, et 
à plus forte raison celle-ci 



_"^_}_.«1J |_ «- ._L. 



• • • 



oÎL a <[ 1. 



Théorème. Si la série -2*w„ est divergente, la série -2*--^ est conver- 
gente, si a est positif. 

par conséquent la série 

^ „! + « 

est convergente. 

AppUcaiion, Supposons que t/„ z= 1 , on a s„ = n. Par conséquent 
la série 

ï+i + y + T+ •••+! + 

est divergente, et celle-ci 



■ « . 



^ "1^2"+! • 3"+i 1" ' ' ' •" w"+^ ' 



est convergente. 



Si une série ^(pn est divergente, il faut pour qu'une série quelconque 



u. 



'ti„ soit convergente, que la plus petite des limites de — - soit zéro. 
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En effet, dans le cas contraire 
où p^ ne sera pas moindre que a. Donc 

par conséquent divergente. 

1 . * . . 

On a vu que 2 ~~ est divergente, donc pour qu'une série 2:u^ soit cou- 

vergente, il faut que la plus petite des limites de nu^ soit zéro. 

Mais cela ne suffit pas. En général on peut démontrer qu'il n'existe 
pas de fonction ipn telle que toute autre série ^u^ sera convergente, si 
\m\.(ipn.u^ = 0^ et divergente dans le cas contraire. En effet, la série 

sera alors divergente d'après l'hypothèse, et la suivante 

1 

wn,2 - 

' ff(n — \) 

convergente; maïs nous avons vu que cette série est divergente en même 
temps que la précédente. Donc M. Olivier s'est trompé sérieusement. 

La série 

est divergente. Or , 

log(l+n) — logw = log(l4- \]<\ y 
donc 

Par conséquent la série 

1 + !+./_+... 4- L . ... 

' 3 loir 3 ' 41otr4 ' ' n\osn ' 



21og2 ' 31og8 ' 4log4 • ' nlog 



est divergente. 
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Soit qm une fonction continue de n indéfiniment croissante, on a 

(^(n + 1) = <^(n) + 9,'« + ?î^^^ , 

cp{n -f- l) — (pn <^ (f'n^ 

<p'{0) + <p\l) H h <P'{n) > <p{n + 1) - y(0); 

la série 

• ç)'(O) 4-^X1)+ hv'WH — • 

est donc divergente. 
Soit 

on a 

1 

^ "• (n + a) . log (w 4- «) • log* {n-\-à)... log"»-^ (n + a) ' 

donc la série 



n . log w . log* w . log' n . . . log*"*» 

est divergente. 

/" d (log- n) (log"* 7t)i-« 
(log"» 7iy 1 — a 

1 1 



qm = C — 



a -^ 1 (log"» ny-^ 



^ (iw (log"* w)" 

9)(« + 1) - 9>« = y'(n + Â) > </)'(« + 1), {l < 1), 
1 i 1 1 



(f'îKI^ 



a — 1 I [log" (n — I)]"-' (log" n)«-i 



^^ ^i <- « _"l j ■[log«'(n — 2)]"-» [log"(n — If-^] 

<ip'(a) + <;p'(«+l)H l-y^^<^^rî iog-(ai.i)] ^ 

ç)'(a) -|- y '(a -{- 1) -j- • • • -\-'(p\n)-\- • • • convergente. 
La série 



n . log rc log^ n . log* n . . . log"'^^ n . (log"* n) ^ +" 

est donc convergente, si a]>0. 
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Si 

log(-- -, -> , ---) 
lira \"n.« -logn.. lo g^-^n y ^ j^ 

log^'+^n ' 

la série est convergente ; si < 1 , elle est divergente. 
En effet, dans le premier cas on aura 

i ^— , r >(log"'72y"^«, 

M„ . « . log n . . . log*"""* ?« ^ ° ^ ' 

1 



« . log «... log"""^ M . (log"* ny ■*• " 

etc. 

Si 



lira '""^iè ' 4_^''^1'!) > 1 

lo£r'*+^ n ^ 



log«.+i-^ - *> convergente; 



< 1 , divergente ; 
= 1 , tantôt convergente, tantôt divergente. 



Si la série JTa^a:'* est convergente entre — a et -|-a, on aura les 
différentielles en difïérentiant chaque ternie. Ces différentielles seront toutes 
des fonctions continues entre les limites — a et -\-a. 



est convergente pour toute valeur de x moindre que a, et toute valeur de y 
depuis /? inclusivement jusqu'à une autre quantité quelconque, on aura 

lim. f(j/)= lim. (po{y)'\-x. lim. (pi(]/)'\ 

toutes les fois que cette demièi'e sërîe est convergente. 

[f{fi-i»)-li] = [(pifi-w)-A,] + [(pSfi-iiJ>)-A,] . X + . . ■ + [(pJJi-vS)-A;\ .'c- + . . . 

= boC/î-t»)-^] + [Xi<Pi{[i-(>i)-Aixi\ «,+ ... + [(pjji-ui) . «;-^,xr] x; + . ■ . , 

où x,<a, X, <1. 
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Soit [(p^{(i — a})x^ — -^m^r] Ig plus grand des ternies 

(pQ{l3 — a)) — Ao, H>i{ft — ^)'Xi — ^i^ii .••7 
on aura • 

où h est compris entre -|- 1 et — 1. Le coefficient de h converge pour 
des valeurs décroissantes de w vers zéro, donc 

lim. f(y) = R = A^-[-A^x-{-A^x^-\ 

De là on aura encore ce théorème: 

Si (f^y^ cp^y^ . . . sont des fonctions continues de y entre (3 et a, si de 
plus la série 

est convergente pour toutes les valeurs de x moindres que a, f{j/) sera de 
même une fonction continue de y. 
Par exemple, la série 

est convergente si a:<l, quel que soit y; donc f(j/) est une fonction con- 
tinue de y depuis — oc jusqu'à -|-oc. 

/(?/) = siny.cc-|--J-sin22/.x* + |sin3y.ar'+ • • > 

est fonction continue de y, si a? <1. Si ce =1, la série est encore conver- 
gente, mais dans ce cas f(y) est discontinue pour certaines valeurs de y. 

est convergente si x<l^ quel que soit y. Donc J{î/) est fonction continue 
de y. Si par exemple y converge vers ^, /{y) convergera vers zéro. Si au 
contraire x=l^ la série est encore convergente, mais pour des valeurs crois- 
santes de !/, /(y) convergera alors vers ^ , et non vers zéro. 

Remarque I. Si une série 

est convergente pour x<a et y<l3, la série suivante n'est pas toujom-s 
convergente : 

^0 + ^1 • a: + ^2 . X* -|- • • • -{- J.„ . x" -|- 



• • ) 
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par exemple 



sinay ^ BÎna^j ^^ ^'«i?J^!\^ ^« _^ 



y ' y ■ "y 

est convergente, si x < 1 , y > ; la série 

-4o~h-4i^~h ' ' ' ^^ a-|-a*x-|- • • • -|-a''''"^a:"-|- • • • 
est divergente, si oa; > 1 . 

Eemarque U. Lim. [^oO/) 4" ^^(y) • ^ "h ' ' * "h ^"(y) • ^" ~f" ' * '] ^^^® ^^^® 
que la série -4o-f-^iX-f- • • • -|-^ic"-f- • • • soit convergente; par exemple 

Nous avons vu que 
lim. (ao -[- «1 2: -|- a, X* -|- • • •)^=^o"f-^i/5-|-Û8/î*H-^3/^'+ ' • • ' 

si là dernière série est convergente; je dis que si a^aj* finit par être positif, 

P= lim. («0 + ^1^^+ • • •)= ' 

si Uq -\- a^a -\- a^a^ -\- ' - ' est divergente. 
[Posons] 



«^a — ta 



OÙ a«, 0^+1, . . . sont positifs, [et aoit] 

(a — a;)"=:a''(J, 

co=«(i-y^), 

[on aura] 



i? > (a-a- + a.+,«-+»H h «-+.«""'") <^' "^\ 



donc etc. 
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Soit 

une série convergente, si x<h 

Soit 

^0 = lim. (aT + a? + a^l' H h O^ 

4, = lim. {a^f-\^a'\^^a^iy^ ^a^j)) etc., 

on aura 

fx=iAQ-\-AiX'^Aia^-\-' . • • -\-A^x'^-\- • • • , 

si la dernière série est convergente. 
[Posons] 

donc 

Jx = Ao-\-AiX-\ |-^x"+ • 



. * . 



Développement de J^x-^-io) suivant les puissances de œ. 
f(x -f co) = «0 + ai(a? + «>) + «» (ic + co)* -|- . . . , x-\-o}<\\ 

f(x -[- co) = ao -]- (fli X -[- «1 «>) -|- («2 ^ -|- 2a, x co -|- a, eu*) -}-•••» 
donc 

f{x -f- co) = tto -|- a, X -|- a, X* -|- * ' • ~h (^i '"h ^^a x -|- • • • ) co -|- 
c'est-à-dire : 



. • • 



« • • 



si cette série est convergente. Or elle le sera toujours: On a 

X -[- tt> = X, , Xi < 1 , 
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^» 1.2.". «^^" (!-«,)«+>' 

, /"je w" / w \" 1 "n 

"* ï 27..W '^"" «7(1— jr,)»+>"~"""\x,— «i^J i— x,"~1-j:, 

lim. It-s — ^} = zéro, donc etc. 
« = i |1.2...nj 



xYn. 

MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS TRANSCENDANTES DE LA FORME fydx, 

Oti y EST UNE FONCTION ALGÉBRIQUE DE x. 



§ 1- 
Siir la forme de la relation la plus générale possiMe entre un notnbre quelconque 
V d^iTUégrales de la forme Jydx. 

Soient fyidxj ly^dx^ . . . fy^dx^ un nombre quelconque d'intégrales et 
supposons qu'on ait entre ces fonctions l'équation suivante: 

(p(Jyidx, Jy^dxj . . . Jy^dx^ x^=0 = Rj 

où (p désigne une fonction entière de fy^dx^ fy%dx^ ... et d'un nombre 
quelconque de fonctions algébriques. 

En diflférentiant il viendra 

Nous pourrons supposer que ^=0 est irréductible par rapport à r^; 
alors on aura 

B=r''^J^PT'^-^J^P,T'r*Jr • • • =0, 

%^ + P' = 0, 

fy^dx=— jr .P=r^, 

donc 

fc = l, R = r^-\-P=0. 
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P'== 



donc 



de là: 






v/ = 0; fcv»y^_i + w'»_i = 0, si non k=l. 

ce qui est impossible, donc 

fc=l, et P=Wir^_, -f--fi- 
Donc 

i2=r^ + P=0, 

P= v^_, r^j + P, , 



En général on aura donc 

où w,, V, . . . v^_i sont des constantes. Donc enfin 
Théorème î. 

Cifl/i dx -\- c,Jy, dx -\- c^jy^ dx-\ 1- c^Jy^ dx = P, 

oîi P fonction algébrique de x. 

Soit 

P*4-i2,P*-»-| =0, 

irréductible, Bi etc. étant des fonctions rationnelles de 

a;, yi, y», y», • • • y^- 

On aura 

{k dP-\- dJi,) P'-' + [{k — 1) fî, JP+ Jij-J P*-» -I- . . . = 0; 

^' = ciyi-\-<hy* + <Hy»-\ ' 



208 MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS TRANSCENDANTES DE LA FORME J^dx etc. 

kdP-[-dIl, = 0, 

par suite kz-.\^ Pz=:l — li. Donc 

Tliéorhvie IL 

c.fy.dx-^-c^fîj^dx-^ '\- c^ fy^dx = P, 

où P fonction rationnelle de ^j yn J/ij y^^ - - - yf^ 



§ 2. 

Trouver lu relation, la jÂiis gériArale possifile entre le» intégrales fy^ dx; jy^ «ic; . . . /y^ <it; 

log»!-, log»,; ...loge». 

On doit avoir d'abord 

CiJijydx-[-c^j'yidx-\ \- c^Jy^dx=i P-\-a^\ogv^-^a,\ogVt-\ j-a.logt?,, 

oîi 

P= fouet, rat. (a;, ^j, «/„ . . . y^^ v,, v„ ... w,). 

Supposons que v^ soit une fonction algébrique des quantités x, y,, y,, 
. . . y^j î?i, 1^2, ... z;^_i de Tordre n, et soient t;^', r^'', ... î/JJ^ les 7^ valeui*?, 
on aura 

Oiyi-\-'C^y2-\ +c^2/^ = fbnct.rat.(a:, y,, y,, . . . y„, i^i . . . î^«_n ^^\ 

équation qui aura lieu pour une valeur quelconque de v^, donc 

cJy,dx-\-cJy,dx-^ ■ . . -\-c,fy,dx = ^{P' -^P" -\- • • • +P^->) 

1 



n 



En général 

Théorème III. 

c.fy.dx-^c^fy^dx-Jf- - • • +^>/i//*^^=^+«i%^+««l^g^«H h«-l^g^-^ 

où P, fj, . . . f „ sont des fonctions rationnelles de a^, yi, y^, • • • y^» 

Théorhne IV. 
fM^i{?^,yi)dx-\;-fxp^{x,y;)dx-^ \- fip^{x,y^)dx 

= P+ailog^ + a,log^,H |-«-.log^«- 
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Théorhiie V. S'il est possible d'exprimer ftp{xj y) dx par une fonction 

algébrique de x^ y, l^g^'u ^^g^» • • • logy^, on pourra toujours exprimer la 
même intégrale conmie il suit: 

Théorème VI. Supposons que 

et qu'il soit impossible d'avoir f(j/jyijx) = 0^ je dis que 

fip{x, y) dx = B,, /Vi(x, y,) dx = B^. 
En effet 

équation qui doit avoir lieu en remplaçant y^ par l'une quelconque des valeurs 
de cette fonction: y/, y/', ... yj\ donc 

n.tp{x,y)dx-\' [tp, {x, y,') -f i//, (x, y/) -\ \'\p, {x, î/J^] ^^ 

= d{R -^-R'-] h ^'"0. 

donc 

y V(a;, y) <fo = ~ (i2' + iî' H + i?^"0 -Jm dx = R,, 

et par suite 

/Vi(^7 yi) dx = li — Ei = K^. 

Théorhne VIL Soit 



1 s n— 1 

N 



où Poy Pif . . •i>n-i7 •'' sont des fonctions algébriques quelconques telles qu'il 

1 

soit impossible d'exprimer s" rationnellement en po^pi, . . • Pn-u ^j j® dis que 

jydx = R 



entraîne les suivantes: 



J «" J 8* J 8 "* 

En effet, ayant 

ydx = dli = df{s '') = if;{s'') dx^ 
on doit avoir en même temps 

Tome IL 27 
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df{as'' )z=ztfj(as'' )dz^ 



df{a^s'')=yj{a^s'')dx, 



donc 

1 

/4 + a-<"->'/;i4-a-«-»'i2,-| 1- «-("-»>• iî,_, =/(«»-» .s"); 

donc 

11 1 

et 

J 5" 

La forme de la fonction rationnelle et logarithmique / peut être quelconque. 



§ 5. 






Nous pourrons d'abord supposer 



i^ 1 1 1 

y=Jf[x, {x — a,y^, {x — a^p, . . . (x — a,)*" •](&;, 



et de là 

pda 



=/• 



(a? — ai) "*! (.r — ag) "»«... (a; — «n)"*» 
jj. j^. ^ . 

où ^ , - > .... sont moindres que l'unité et réduits à leurs plus sim- 

îHi 7712 ^^3 

pies expressions, et p une fonction rationnelle. On en tire 

ldx.p.(x — Ui) "** (x — ttg) "*'... (ce -^a„) *""=P. 



MÉMOIRE SUR LES FONCTIONS TRANSCENDANTES DE LA FORME Jydx etc. 211 

1. P étant une fonction algébrique. 
Alors on aura 

P=zv{x — fli) *"* (x — «j) \ . . {x — a„) j 
où 1? est rationnel. 

On tire de là 

^IP _'^^: ly^^'^J [^ . . . il. ~jy 

p V '^ .T — ai '^ or — a» "^ "^ .r — a» 

(^P dv (;r — ai) (.r — ag) . . . (a? — a») + v (ylo + -^i ^ H h -^n-i .t?*^^) 

jP t? (x — ai) (.r — a^) . . . (.r — a„) 

dP /?dA' 

P v{œ — a i) ... (a? — a,j) 

A) v=zx'^. 

p = x-{Ao-i-A,x-\ ^^,._ix«-») 

h (^_i + m) x'*-^'"-^ 



*• 



lx^dx.{x — a,) "* . . . (a: — a^ '"'*=i2^, 



1 — ^ 1 — 



A^_, = n—{~--^-^^-^-\ ^-^~J positif, donc A,__,-\-m jamais égal à 

zéro. Par conséquent on aura 



j 1— *- 1 — 



^-^^-^1= -nT+ÂZ^, x'-(x— ai) ^ . . .{x — a^) 






On peut donc exprimer 

-"w + n- 1 ^^ -^Oî -*^n -'^«^ • • • ^^n-f 



27* 



1 
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B) «= — >--. 

>lo -f yli X -I \- ^,_i j;"-* m (Bo 4- -Si « H h S»-i x —^ + x") 

■P (7— a)" " (x — a)-+^ ' 

<;px = ç)a -f (« — a) (f'a + (« — «)* ''^g" H h (« — «)""* 172^ ." («-ZTÏj ' 

/x = /« + (a— a)/'a + (x-«)'Ç+ • • • 4. (x - a)- j-Z^" ^- , 
wx mfx 

/ m/ rt y « / « 

rw/a . yg — ^^^./ 'g i ^ 2 •_ , l.2...(n — i) 1.2.. 7» 

Soit 



j Çczl a)/^^-^ ~ ^'^ "^..(x — a„) ""=/S^; 



on aura donc 



1 — -A 1 * 



Donc, si non Ja = 0, on pourra exprimer /S^^., en S^j >Sm-u ^«-«î . . . 5i; 
i?o, Rij ... i2n-2 y donc 

Si fa = 0^ on aura par exemple: a=iai. Donc, si non (pa — 7nf'a = 0^ 
on pouiTa exprimer S^ en ^,»_i, . . . ^1, Bq^ i^i, . . . Rn-tj donc 

jS^ en ^oî Ri ' • • Rn-2* 
Or on a 

/a- = (a- — ai) (x — a^) . . . (x — aj, 

<^x=: 1 — ÏM(^ — «ii) • • • (3- — an) + (^ — al)•^ 
donc 
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yai = l 1 — ~-^|(ai — «a) . . . («i — aj, 



/X^i) = (^1 — a,) . . . («1 — a„). 
Donc 

ç)ai — m/a,= I 1 — ~*^ — w (aj — a,) . . . {a^ — a^^ 

qui ne saurait jamais devenir égal à zéro. Donc etc. 
Supposons maintenant 



1— * 1 — 



= i; (ar — «J * . . . (ir — a,) 



ou 






on aura 



v = r(x — /î)"", 

(«,+c,x+ . . . +,éfï;+ • ■ •)("'-«'"='-(^-«'»'^+(£(^-ffl->"-)A, 

X — /î = 0, /(x) = 0, impossible. Donc v entier, mais cela est de même im- 
possible. Donc nous concluons que les intégrales 

*1J 4î • • • >9 -^Oî ^17 -^fî • • • -"«—87 

sont irréductibles entre* elles. 

est donc toujours une fonction transcendante. 

On voit que le nombre des transcendantes contenues dans Tîntégrale est 
indépendant de la valeur des nombres. 
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1 



B) v = 



(x — a)" 



Ao-\-Aix-\- M«_i j;"-^ m{Bo-\-BiX-\ 1- B,_i a;»-i + x") 






q,(»-i^ia 



(px = <pa^{x — a) <p'a + (a; — a)* ^^" -] h (» — «)""* î:/-.T(„^rï) ' 

(px mfx 

P {x — a)* (a; — a)'»+^ 

rn/ot . yg — rnf'a . ^^ ~2~ . . 1.2... in^V) ~"^i.2...» 

(a? — «)"•+* ' (x — a)« "•" \x — a)"*-^ i ' ' * I ÇgZ^^^^+ï' 



Soit 

(ï^'a)^ (* ~ "') ' . . . (x — a„) " =5^; 



/( 



on aura donc 



*t *n 

1— JL 1— " 

m. 



Donc, si non Ja^=0^ on pourra exprimer S^^^ en fi^^, ^«-u ^»_2, • - . S^; 
i?o, ^1, ... Rn-ii doï^c 

Si fa = 0^ on aura par exemple: a=:aj. Donc, si non (pa — 7nf'a = 0^ 
on pourra exprimer S^ en ^,^1, . . . fi^i, i^o? -'^n • • • ^«-2? donc 

Sf^ en ^oj -^1 • • • -^n-2« 
Or on a 

fx= {x — ai) {x — a,) . . . (x — a„), 

yx=: I 1 — ^j(a: — a,) . . . (x — a„) + (ir — ai).^ 
donc 
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ç)ai = l 1 — ^^-|(ai — a^) . . . {a^ — «•), 



f{a^) = (ai — a,) . . . (a, — a„). 
Donc 

ç)ai — m/a,= 1 — ^ — w (a^ — a,) . . . {a^ — a^^ 

qui ne saurait jamais devenir égal à zéro. Donc etc. 
Supposons maintenant 



"•n 



oh 



= v{x — a^) * . . . (:r — a^) 






on aura 



(c. + c,x+ . . . +^^~+ ■ ■ ■)(i^-ffl'"=r(ar-/?)yrt+(^(^-ffl-rr)/x, 

X — /î = 0, /(x) = 0, impossible. Donc v entier, mais cela est de même im- 
possible. Donc nous concluons que les intégrales 

*iî *Èy • • • *f*y -"'Oî -'^ij -'*ij • • • -"'II-8J 

sont in-éductibles entre* elles. 

est donc toujours une fonction transcendante. 

On voit que le nombre des transcendantes contenues dans l'intégrale est 
indépendant de la valeur des nombres. 
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Réduction des intégrales Mo y Ri, . . . Rn—if Si à F aide de fonctions 

logariûimiques et algéfrriques. 

Soit 

= ^o + n^i-h^ï^2H h^.'-i^v-i+-2'alog(5o+5i^ + 5,A,-| |-«^_iÂ^_,) 

dv 



~J ^1 



*« 



(x — a,)"*i , , . {x — a„)"*« = A 






oîi les racines sont 



^1 î ^«7 • • • ^r— 1 

w'— 1 = 0, 
1, to, c«*, . . . a)''"'. 
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/fx dx 
''Il ~ log («0 -h «1 ^1 + «i ^» H h«.'-»^K-i) 

+ W log («0 + <« «1 ^1.+ <»* »s ^ H • -f- «*""* «r-I ^-1 ) 

-f- fo* log (.s, 4- ">* «1 *j + w* «« ^ + • • • + «'**^~* *»'-l ^"-l ) 

+ 

= d(a;, Ài) = log d(À,) + (0 log d((oÀi) -j- wMog e{w*li) -| 1- a»"-* log e{w'-%). 

• tout au plus du degré — 1, 

fx tout au plus du degré {(fk^ — 1 ), 
donc : 

Degré de fx tout au plus égal k El '-|- *-|-'"'-|- " — 1- 

d(À,) . e{u) Ài) . e{w*Xi) . . . e{w''-' ii) = Fx, 

Fx = {x-(i,){x-ft,) . . . (^-/U 

Si l'on fait x = fij on auni, si noii^/î = 0, 

3/ c-»* (« — /9) ^/ «(w* i/»x) w* </ e(t')^ t/i.r) + (e>*(x — (i) </« »(w* »" x) 

donc 

M=zu}'' ilf{l3). 
Donc si 

on aura 
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et par siiite 

* Il reste à déterminer la fonction entière p. Soit 

flpA* ^ ^^ I I SI I k \ ^ ^^ 



xvni 



SUR LA RESOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS. 



Un des problèmes les plus îiitéressans de Talgèbre est celui de la réso- 
lution algébrique des équations. Aussi on trouve que presque tous les géo- 
mètres d'un rang distingué ont traité ce sujet. On parvint sans difficulté à 
l'expression générale des racines des équations des quatre premiers degrés. 
On découvrit pour ré,soudre ces équations une méthode uniforme et qu'on 
croyait pouvoir appliquer à une équation d'un degré quelconque; mais malgré 
tous les efforts d'un Lagrange et d'autres géomètres distingués on ne put 
parvenir au but projK)sé. Cela fît présumer que la résolution des équations 
générales était impossible algébriquement; mais c'est ce qu'on ne pouvait 
pas décider, attendu que la méthode adoptée n'aurait pu conduire à des con- 
clusions certaines que dans le cas oîi les équations étaient résolubles. En 
effet on se proposait de résoudre les équations, sans savoir si cela était pos- 
sible. Dans ce cas, on pourrait bien parvenir à la résolution, quoique cela 
ne fût nullement certain; mais si par malheur la résolution était impossible, 
on aurait pu la chercher une éternité, sans la trouver. Pour parvenir infail- 
liblement à quelque chose dans cette matière, il faut donc prendre une 
autre route. On doit donner au problème une fonne telle qu'il soit toujours 
possible de le résoudre, ce qu'on peut toujours faire d'un problème quelcon- 
que. Au lieu de demander une relation dont on ne sait pas si elle existe 
ou non, il faut demander si une telle relation est en effet possible. Par 
exemple, daus le calcul intégral, au lieu de chercher, à l'aide d'une espèce 
de tâtonnement et de divination, d'intégrer les fonnules différentielles, il faut 
plutôt chercher s'il est possible de les intégrer de telle ou telle manière. 

Tome n. 28 
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En présentant un problème de cette manière, renoncé même contient le genne 
(le la solution, et montre la route qu'il faut prendre; et je crois qu'il y aura 
peu de cas oîi Ton ne parvient à des propositions plus ou moins importantes, 
dans le cas même où Ton ne saurait répondre complètement à la question 
à cause de la complication des calculs. Ce qui a fait que cette méthode, 
qui est sans contredit la seule scientifique, parce qu'elle est la seule dont on 
sait d'avance qu'elle peut conduire au but proposé, a été peu usitée dans les 
mathématiques, c'est Vextrhme compîtoatton à laquelle elle paraît être a^u- 
jettie dans la plupart des problèmes, sourtout lorsqu'ils ont une certaine 
généralité; mais dans beaucoup de cas cette complication n'est qu'apparente et 
s'évanouira dès le premier abord. J'ai traité plusieurs branches de l'analyse 
de cette manière, et quoique je me sois souvent proposé des problèmes qui 
ont surpassé mes forces, je suis néanmoins parvenu à un grand nombre de 
résultats généi-aux qui jettent un grand jour sur la nature des quantité dont 
la connaissance est l'objet des mathématiques. C'est surtout dans le calcul 
intégral que cette méthode est facile à appliquer. Je doimerai dans une 
autre occasion les résultats auxquels je suis parvenu dans ces recherches, et 
le procédé qui m'y a conduit. Dans ce mémoire je vais traiter le problème 
de la résolution algébrique des équations, dans toute sa généralité. Le pre- 
mier, et, si je ne me trompe, le seul qui avant moi ait cherché à démontrer 
l'impossibilité de la résolution algébrique des équations générales, est le géo- 
mètre Bufjini] mais son mémoire est tellement compliqué qu'il est très diffi- 
cile de juger de la justesse de son raisonnement II me paraît que son rai- 
sonnement n'est pas toujours satisfaisant. Je crois que la démonstration que 
j'ai donnée dans le premier cahier de ce journal*), ne laisse rien à désirer 
du côté de la rigueur; mais elle n'a pas toute la simplicité dont elle est 
susceptible. Je suig parvenu à une autre démonstration, fondée sur le.s 
mêmes principes, mais plus simple, en cherchant à résoudre un problème 
plus général. 

On sait que toute expression algébrique peut satisfaire à une équation 
d'un degré plus ou moins élevé, selon la natui'e particulière de cette expre^s- 
sion. Il y a de cette manière une infinité d'équations particulières qui sont 
résolubles algébriquement. De là dérivent naturellement les deux problè- 
mes suivans, dont la solution complète comprend toute la théorie de la ré^$o- 
lution algébrique des équations, savoir: 



*) T. I., p. 00—87 de cette édition. 
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1. Trouver toutes les éciuations d'un degré détenniné. quelconque qui 
soient résolubles algébriquement 

2. Juger si une équation donnée est résoluble algébriquement, ou non. 
C'est la considération de ces deux problèmes qui est l'objet de ce mé- 
moire, et quoique nous 'n'en donnions pas la solution complète, nous indique- 
rons néanmoins des moyens sûrs pour y parvenir. On voit que ces deux 
problèmes sont intimement liés entre eux, en sorte que la solution du pre- 
mier doit conduire à celle du second. Dans le fond, ces deux problèmes 
sont les mêmes. Dans le cours des recherches on parviendra à plusieurs 
propositions générales sur les écjuations par rapport à leur résolubilité et à 
la forme des racines. C'est en ces propriétés générales que consiste vérita- 
blement la théorie des écjuations quant à leur résolution algébrique, car il 
importe peu si l'on sait qu'une équation d'une forme particulière est résoluble 
ou non. Une de ces propriétés générales est par exemple qu'il est impossible 
de résoudre algébriquement les équations générales passé le quatrième degré. 

Pour plus de clarté nous allons d'abord analyser en peu de mots le 
problème proposé. 

D'abord qu'est ce que cela veut dire que de satisfaire algébriquement à 
une équation algébrique? Avant tout il faut fixer le sens de cette expres- 
sion. Lorsqu'il s'agit d'une équation générale, dont tous les coefficiens peu- 
vent par conséquent être regardés comme des variables indépendantes, la 
résolution d'une telle équation doit consister à exprimer les racines par des 
fonctions algébriques des coefficiens. Ces fonctions pourront, selon la con- 
ception vulgaire de ce mot, contenir des quantités constantes quelconques, 
algébriques ou non. On pourra y ajouter, si l'on veut, comme condition 
particulière que ces constantes seront de même des quantités algébriques; ce 
qui modifierait un peu le problème. En général, il y a deux cas difiërens 
selon que les coefficiens contiendront des quantités variables, ou non. Dans 
le premier cas, les coefficiens seront des fonctions rationnelles d'un certain 
nombre de quantités x, z, z\ z'\ etc., qui contiendront au moins une vari- 
able indépendante x. Nous supposons que les autres sont des fonctions quel- 
conques de celle-là. Dans ce cas, nous dirons qu'on peut satisfaire algébri- 
quement à l'équation proposée, si l'on peut y satisfaire en mettant au lieu 
de l'inconnue une fonction algébrique de ic, «, 2', «", etc. Nous dirons de 
même que l'équation est résoluble algébriquement, si l'on peut exprimer tou- 
tes les racines de cette manière. L'expression d'une racine pourra, dans ce 

28* 
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cas de coefficîens variables, contenir des quantités constantes quelconques, 
algébriques ou non. 

Dans le second cas, oîi Ton regarde les coefficîens comme des quantités 
constantes, on peut concevoir que ces coefficieus sont formés d'autres quan- 
tités constantes à l'aide d'opérations rationnelles. Désignons ces dernières 
quantités par a, /9, ;^, . . . , nous dirons qu'on peut satisfaire algébriquement 
à l'équation proposée, s'il est possible d'exprimer une ou plusieurs racines 
en a, /9, y, ... à l'aide d'opérations algébriques. Si l'on peut exprimer tou- 
tes les racines de cette manière, nous dirons que l'équation est résoluble al- 
gébriquement; a, /?, ;',... pourront d'ailleurs être quelconques, algébrique^s 
ou non. Dans le cas particulier où tous les coefficîens sont rationnels, on 
peut donc satisfaire algébriquement à l'équation, si une ou plusieurs de ses 
racines sont des quantités algébriques. 

Nous avons distingué deux espèces d'équations, celles qui sont résolubles 
algébriquement, et celles auxquelles on peut satisfaire algébriquement. En 
effet, on sait qu'il y a des équations dont une ou plusieurs racines sont al- 
gébriques, sans qu'on puisse affinner la même chose pour toutes les racine.^ 

Cela posé, la marche naturelle pour résoudre notre problème se présente 
d'elle-même d'après l'énoncé, savoir* il faut substituer dans l'équation propo- 
sée, à la place de l'incx)nnue, l'expression algébrique la plus générale, et en- 
suite chercher s'il est possible d'y satisfaire de cette manière. Pour cela il 
faut avoir l'expression générale d'une quantité algébrique et d'une fonction 
algébrique. On aura donc d'abord le problème suivant: 

"Trouver la forme la plus générale d une expression algébrique." 

Après avoir trouvé cette forme, on aiu-a l'expression d'une racine algé- 
brique d'une équation quelconque. 

La première condition à laquelle cette expression algébrique doit être 
assujettie, est qu'elle doit satisfaire à ime équation algébrique. Or, comme 
on sait, elle peut le faire dans toute sa généralité. Cette première condition 
est donc remplie d'elle-même. Pour savoir maintenant si elle peut être par- 
ticularisée de sorte qu'elle satisfasse à l'équation proposée, il faut chercher 
toutes les équations auxquelles elle peut satisfaire, et ensuite comparer ces 
équations à la proposée. On aura dcmc ce problème: 

"Trouver toutes les équations possibles auxquelles une fonction algé- 
brique peut satisfaire". 

11 est clair qu'une même fonction algébrique peut satisfaire à une inti- 
nité d'équations différentes. Donc lorsque l'équation proposée peut être satis- 
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I 

faîte algébriquement, il y aura deux cas; ou cette équation sera la moins 
élevée à laquelle elle puisse satisfaire, ou il doit en exister une autre de la 
même forme à laquelle elle puisse satisfaire, qui est d'un degré moins élevé, 
et qui est la pliLS simple. Dans le premier cas, nous dii\)ns que Té^juation 
est irréductible, et danîl l'autre, qu'elle est réductible. Le problème proposé 
se décompose ainsi en ces deux autres: 

1. "Juger si une équation proposée est réductible ou non". 

2. "Juger si une équaticm irréductible peut être satisfaite algébriquement 
ou non". 

(Joiisidérons d'abord le second problème. L'équation proposée étant irré- 
ductible, elle sera l'équation la plus simple à laquelle l'expression algébricjue 
cherchée puisse satisfaire. Donc pour s'assurer si elle peut être satisfaite ou 
non, il faut chercher l'équation la moins élevée à lacjuelle une expression 
algébrique puisse satisfaire, et ensuite comparer cette équation à réc|uation 
proposée. De là naît fe problème: 

"Trouver l'équation la moins élevée à laquelle une fonction algébri- 
que puisse satisfaire". 

La solution de ce problème sera l'objet d'un second paragraphe. On 
aura ainsi toutes les équations irréductibles qui puissent être satisfaites algé- 
briciuement. L'analyse conduit aux théorèmes suivans: 

1. "Si une équation irréductible peut être satisfaite algébriquement, elle 
est en même temps résoluble algébriquement, et toutes les racines pour- 
ront être re])résentées par la même expression, en donnant à des radi- 
caux qui s'y trouvent, toutes leurs valeurs". 

2. "Si une expression algébrique satisfait à une équation quelconque, (m 
pourra toujours lui donner une forme telle qu'elle y satisfasse encore, 
en attiîbuant à tous les différens radicaux dont elle se compose, tou- 
tes les valeurs dcmt ils sont susceptibles". 

3. "Le degré d'une équation irréductible, résoluble algébrifjuement, est 
nécessairement le produit d'un certain nombre d'exposans de radicaux 
qui se trouyent dans l'expression * des racine^s". 

Ayant ainsi montré comment on peut parvenir à l'équation la moins 
élevée à laquelle sntisfasse une expression algébrique quelconque, la marche 
la plus naturelle serait de former cette é(juation, et de la comparer à l'é- 
quation proposée, mais on tombe ici dans des difficultés qui paraissent insur- 
montables. Car quoiqu'on ait assigné une règle générale pour former dans 
chaque cas particulier l'équation la plus simple, on est loin d'avoir par là 
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réquation inênie. Et quand même on parviendrait à trouver cette équation, 
comment juger si des coefficiens d'une telle complication peuvent en effet 
être égaux à ceux de l'équation proposée? Mais je suis parvenu au but pro- 
posé en suivant une autre route, savoir en généralisant le problème. 

D'abord l'équation étant donnée, son degré le sera de même. Il se pi^e- 
sente donc tout d'abord ce problème: 

"Trouver l'expression algébrique la plus générale qui puisse satisfaire 
à une é(|uation d'un degré donné". 
On est conduit naturellement à considérer deux cas, selon que le degré 
de l'équation est un nombre premier ou non. 

Quoique nous n'ayons pas donné la solution complète de ce problème, 
néanmoins la marche naturelle de la solution a conduit à plusieurs proposi- 
tions générales, ti"ès remarquables en elles-mêmes, et qui ont conduit à la 
solution du problème dont nous nous occupons. Les plus importantes de ces 
propositions sont les suivantes: ^ 

1. "Si ime é(juation irréductible d'im degré premier ,u est résoluble al- 
gébriquement, les racines auront la fonne suivante: 



A ét^mt une quantité rationnelle, et i?i, /^g, . . . Ii^_^i les racines d'une 
équati(m du dégre fi — 1". 

2. "Si une équation irréductible dimt le degré est une puissance cTnii 
nombre prertiter ^a", est résoluble algébriquement, il doit arriver de 
deux choses l'une; ou l'équation est décomposable en fi"'^ équations, 
chacune du degré /i'^, et dont les coefficiens dépendront d'équations 
du degré ,u"~^] ou bien on pourra exprimer l'une quelconque des raci- 
nes par la fommle 

où A est une quantité rationnelle, et JBi, i^^, . . . Jiy des racines d'une 
même équation du degré y^ ce dernier nombre étant tout au plus égîil 
à fi" — 1". 

3. "Si une équation irréductiVjle de degré /i, divisible par des nombres 
premiers différens entre eux, est résoluble algébriquement, on peut 
toujours décomp)ser ft en deux facteurs /u^ et //,, de sorte que Téqua- 
tion proposée soit décomposable en /i^ équations, chacune du degré 
/i,, et dont les coefficiens dépendent d'équations du degré /i^". 
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4. "Si une équation irréductible du degi'é ^t", où /i est premier, est réso- 
luble algébriquement, on pourra toujours exprimer une quelconque des 
racines par la fonimle: 

y=f{U\. fe, . . . hî'X 

oh f désigne une fonction rationnelle et symétrique des radicaux entre 
les parenthèses, et li^^ jBj , ... R^ des racines d'une nuMue équation 
dont le degré est tout au plus égal à //" — 1". 
Ces théoi'èmes sont les plus remarquables auxquels je sois parveim, mais 
outre cela on trouvera dans le cours du mémoire une foule d'autres proprié- 
tés générales des racines, propriétés qu'il serait trop long de rapporter ici. 
Je dirai seulement un mot sur la nature des radicaux qui pourront se trou- 
ver dans l'expression des l'acines. D'abord le troisième théorème fait voir 
que, si le degi'é d'une équation irréductible est représenté par 



,<• . ^U«' . II?» . . . iC% 



il ne pourra se trouver dans l'expression des nicines d'autres radicaux que 
ceux qui pournnit se trouver dans l'expression des racines d'équations des de- 
grés /i^', .a?«, u%^, . . . fiy/ 

Des théorèmes généraux auxquels on est ainsi parvenu, ou déduit ensuite 
une règle générale pour reconnaître si une écjuation proposée est résoluble ou 
non. En effet, on est conduit à ce résultat remarquable, que si une équation 
irréductible est résoluble algébriquement, on pourra dans tous les cîuî trouver 
les racines à l'aide de la méthode de Lagrauge^ pn)posée pour la résolution des 
équations; savoir, en suivant la marche de Lagrange on doit parvenir à des 
équations qui aient au moins une racine qui puisse s'exprimer rationnellement 
par les coeflficiens. H y a plus, Lagrange a fait voir qu'on peut ramener la 
résolution d'une équation du degré à celle de équations respec- 

tivement des degrés à l'aide d'une équation du degré 

Nous démontrerons que c'est cette éqmition qui doit nécessairement avoir au 
moiiLS une racine exprimable rationnellement par ses coeflficiens pour que l'é- 
quation propasée soit résoluble algébriquement. 

Donc, si cette condition n'est pas remplie, c'est une preuve incontesttible 
que l'équation n'est pas résoluble; mais il est à remarquer qu'elle peut êti-e 
remplie sans que l'équation soit en effet résoluble algébriquement. Pour le 
reconnaître, il faut encore soumettre les équations auxiliaires au même examen. 
Cependant dans le cas où le degré de la pn)p(xsée est un nombre premier, la 
première condition suflSra toujours, comme nous le monti'erons. De ce qui 



224 SUK LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS. 

précède, il a été facile ensuite de tirer comme corollaire qu'il est impossible 
de résoudre les équations générales. 

§ 1- 

Détermination île la fortne générale (Cune expression algébrique. 

Comme nous l'avons remarqué plus haut, il faut avant tout connaître la 
forme générale d'une expression algébrique. Cette forme doit se déduire d'mie 
définition générale; la voici: 

"Une quantité y est dite pouvoir s'exprimer algébriquement par plu- 
sieurs autres quantités, lorsqu'on peut la former de ces dernières à l'aide 
d'un nombre limité des opérations suivantes: 

1. Addition. 2. Soustraction. 3. Multiplication. 4. Division. 

5. Extraction de racines avec des exposans premiers". 

Nous n'avons pius parmi ces opérations compté l'élévation à des puissances 

entières et l'extraction de racines avec des exposaiLS composés, parce qu'elles 

ne sont pas nécessaires, la première étant contenue dans la multiplication, et 

la seconde dans l'extraction de racines avec des exposaiLS premiers. 

Si les trois premières opérations ci-dessus sont seules nécessaires pour for- 
mer la quantité y, elle est dite rationnelle et entière par rapport aux quanti- 
tés connues, et si les quatre premières opérations sont seides nécessaires, elle est 
dite rationnelle. D'après la nature des quantités connues nous fen)ns les di- 
stinctions suivantes: 

1. Une quantité qui peut s'exprimer algébriquement par l'unité s'appelle un 
nombre algébrique; si elle peut s'exprimer rationnellement par l'unité, 
elle s'appelle un nombre rationnel, et si elle peut être formée de l'unité 
par addition, soustraction et multiplication, elle s'appelle un nombre entier. 

2. Si les quantités connues contiennent une ou plusieurs quantités variablt^ 
la quantité y est dite fonction algébrique, rationnelle ou entière de cas 
quantités selon la nature des opératioiLs nécessaires pour la former. Dans 
ce cas on regarde comme quantité connue toute quantité constante. 

A l'aide de ces définitions on établira sans peine les propositioiLs suivan- 
tes, connues depuis longtemps: 
1. Une quantité y exprimable entièrement par les quantités a^, «j, . . . a„, 
peut être formée par l'addition de plusieurs termes de la forme 

-4.a*ï'. a^' . . . a"«, 

A étant un nombre entier et m^, m^, ... m,, des nombres entiers en y 
comprenant zéro. 
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2. Une quantité y exprimable rationnellement par aj, «^ , . . «, jwmra tou- 
jours se mettre sous la forme 

oh y^ et y^ sont exprimés entièrement par les mêmes fpiantités. 

3. Un nombre rationnel pourra toujom's être réduit à la forme 

où y^ et y^ sont des nombres entiers positifs, premiers entre eux. 

4. Une fonction entière y de plusieure quantités variables x^^ x^^ ' ' - J^n 
pourra toujoimi être fonnée par l'addition d'un nombre limité de termes 
de la forme 

X2, • M' I • «t^« • • • •'^m ) 

oh A est ime quantité constante et rn^j vi^^ , . , m^ des nombres entiers 
en y comprenant zéro. 

5. Une fonction rationnelle y de plusieurs quantités x^ , x^ . . . x„ pourra 
toujours se réduire à la fbnne 

yt 

oîi y^ et y^ sont des fonctions entières qui n'ont j)oint de facteur commun. 

Cela posé, il nous reste à déterminer la forme des expressions algébriques 
en général. 

Quelle que soit la forme d'une expression algébrique, elle doit d'abord 
contenir un nombre limité de radicaux. Désignons tous les radicaux diffé- 
rens par 

^1 ^ï «3 ^ 

fit,, Vi?., y/i„ ...}'i{\, • 

il est clair que la quantité proposée pourra s'exprimer rationnellement par ces 
radicaux et les quantités connues. Désignons cette (piantité par 

Les radicaux qui composent une expression algébrique }>euvent être de 
deux espèces: ou ils sont néiîessaires pom' fonner l'expression, ou non. S'ils 
ne sont pas nécessaires, on peut les chasser, et alors Texpression proposée con- 
tiendra un nombre moindre de radicaux. De là il suit qu'on peut toujours 

Tome n. 29 
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supjMxser que les radicaux soient tels qu'il soit impossible d'exprimer Texpres- 
sîon algébrique par une partie des radicaux qui s'y trouvent. 

C^ela posé, connue le nombre des radicaux est limité, il s'ensuit que panui 
les radicaux, il doit se trouver au moins un qui ne soit pjtô contenu sous un 

autre radical. Supposons que \Ui soit un tel radical, la quantité li^ pourra 
toujoui's s'exprimer rationnellement par les autres radicaux et les quantités 
coinmes. 

JMaintenant y est une fonction rationnelle des radicaux et des quantités 
connues; donc on peut faire 

oh y^ et y^ sont des expressions entières. Donc on pourra d'abord faire 



^1 c^i y /f*i \ 



yt 



y 



, > 



où Pqî -f\i • • • Ço) Çi7 • • • sont des expressions rationnelles des quantités 
connues et des autres radicaux. Or on peut encore simplifier beaucoup cette 
expression. l)*abord désignons par 

les valeurs que prendra y^ en mettant au lieu de ^|Itl les valeurs «yi^i, 

co^yi^i- . . ixi^^~^^l{^^ 0} étant une racine imaginaire de l'équation fo^i— 1 = 0; 

on sait que le radical Yli^ et la quantité ai dispaiiiîtront de l'expression du 
produit 

et que l'expression y^y^ y/ ' ' * !/^i*^ ^^ ^^^'^ rationnelle en j/i^, saits w. 
On aura donc 

1 

où 2J, est une fonction entière des quantités connues et des radicaux Jï/*, 
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1 

liz^'^ • • • > et 2 iiî^e fonction entière des quuntitt^ connues et des nulîcanx 

1 1 1 

H ^*' Ji ^* R ^» 

En faisant donc 



on aura 



Or on a 



z^p,^p,.Rr^-p..lir^ \-Pr.iir, 






donc on pourra enfin 8up|X)ser 

oh Pqî ^17 • • • ^/4,-i et J^i pourront s'exprimer raiiovvoUemeni par les quan- 
tîtés connuas et les nidicaux i?,^* , lî^^'* , etc. 

Maintenant les quantités I\^ Pj , . . . /^^ ëtiint des expressions algébriqu&s, 
mais contenant un radical de moins, on pourra les mettre soas une forme 

semblable à celle de y. Et si Ton désigne par i?^^' ^^* radical qui ne se 
trouve contenu sous aucun des autres nulicaux, les expressioiLs dont il s'agit 
pourront se mettre sous la forme 

p,' + p/ . /i/' + p/ . lij" H + P'„_, . iC"' ' , 

oîi R^ , Pq^ P/, . . . P'^,_i pourront s'exprimer rationnellement par les quan- 

tités connues et les radicaux ^3^*', -^^^^S etc. 

En continuant ainsi, on doit pîurvenir enfin à des expressions qui ne con- 
tiendront aucun radical, et qui par cxniséquent seront rationnelles par rapport 
aux quantités connues. 

Dans ce qui suit nous avons besoin de distinguer les expressions algé- 
briques selon le nombre des radicaux qu'elles contiennent. Noils noas servi- 
rons de l'expression suivante. Une expression algébriciue qui, outre les quan- 
tités connues, ne contient qu'un nombre n de nulicaux, sera appelé^î expres- 
sion algébrique de Tordre n. Ainsi par exemple en supposant connues les 

quantités y2 et j^, la qmmtité 

29* 
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S 

^2 -\- Y'è — fi -^fn + (/ô + y^r + ^3 — y 2 -\- ^n 

f — 

sera une expr&ssiou algébrique du second ordre, car outre les quantités y2 , 
^/tt^ elle ne contient que les deux radicaux 



ys-yi+v^T, (/ô+v^+yà-yi+y.-r. 



§ 2. 

Dêierviinaiicyn (U VAiputtîxm la moins élev^^ à laquelle puisse satisfaire une 

ea:pressian algébrique donnée. 

Pour simplifier les expressions, noits nous servirons des notations suivantes: 

1. Nous dé*signcrons par A„j B„^ 6'^, . . . des expressions algébriques de 
l'onlre m. 

2. Si dans ^„=^o -hi^iV^' -|- . . . ^ p^_^\yUj on substitue à la place 

^ . ^ ^ _ f* . 

de yii successivement io^R^ w^y/î, . . . u}^'~^\R^ où co est une ra- 
cine imaginaire de l'équation co^ — l=z=:0, noiLs désignerons le produit 
de toutes les quantités ainsi formées par UA^. 

3. Si tous les coefficieiLS d'une équation 

sont des expressions algébriques de Tordre m, noiLs dirons que cette équa- 
tion est de l'ordre m. Nous désignerons s(3n premier membre par y(y, m\ 
et le degré de cette équation par â(p{y^ m). 

Cela posé, nous allons successivement établir les théorèmes suîvaiLS : 

i 

Théorime L Une écpiation telle que 

(«) 'o+<,3/x'^+^y/' H \-t^,-.y!~''~=^. 

oh ^0» ^7 • • • ^/i,-i sont exprimés rationnellement par io^ les quantités connues 

i_ i_ 
et les radicaux y^^» , y^^^ , . . . , donnera séparément 

(/î) ^0 = 0, t,=:0, t, = 0, . . . <^._i = 0. 
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1 

Démonstration, Soit y^^* =:z^ on aura les deux équations 

(y) z'"' —yi=^j 

Si donc les coefficiens f©» 'o ^*^- ^® ^^^^ P^*^ égaux à zéro, z sera une 
racine de l'équation (â), Suppasoius que l'équation: 

soit une équation irréductible à laquelle puisse Siitisfaire z, .s^, .s^, etc. étant 
des quantités de la même nature que t^^ t^^ • • • ^/i,_i» g* ^ ^^^ nombre qui 
est nécessairement moindre que /tj. Toutes les racines de cette é<piation doi- 
vent se trouver parmi cellas de l'équation 

Or si z est une racine, une autre quelconque |K)urra être représentée par 
co*'z; donc, si k est plus grand que Tunité, l'équation doit encore être satis- 
faite en mettant co^z au lieu de z. (3ela donne 

d'oîi l'on tire, en la cx)mbinant avec la précédente, 

= s,{a}''— 1)-| hC"'*^— 1)2*''- 

Maintenant cette équation, qui n'est que du degré k — 1 , ne peut sub- 
sister, à moins que tous ses coefficiens ne soient séparément égaux à zéro. Il 
faut donc qu'on ait 

a)*"—! =0, ou co*^=l, 

ce qui est impossible, en remarquant que fi^ est un nombre premier. 11 faut 
dcmc que fc = 1 , or cela donne 

.So + 2; = 0, 
d'où 

Mt 

ce qui est de même impossible. Les étpiations (/?) aim)nt donc lieu. 

Tliéorème IL Si une équation, 

<p(y, m) = 0, 
est satl«ifaite par une expression algébrique: 



1 



230 SUR LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE DES ÉQUATIONS 

de l'ordre n^ oh n est pliis grand (juc tw, elle sera encore satisfaite en met- 
tant au lien de j/y^ toutes les valeurs coj^j, ^^^Vi ^^' 

Thêorhne III. Si les deux équations: 

(f) (p{y,m) = et ç)^(y, w) = 0, 

desquelles la première est irr6luctible, et où n<^m^ ont une racine com- 
mune, il faut que 

En effet, quel que soit (p^îy, ??), nous pomroiLs faire 

oh le degré de y^(y, m) est moindre que celui de (f(j/j m). Il faut donc, à 
cause des écjuatioiLS (f), qu'on ait en même temps 

ce qui ne peut avoir lieu, à moins que tous les coclïiciens de cette équation ne 
soient séparément égaux à zéro. Donc, quel que soit y, on a yj(y, 7n) = (), 
et par suite 

%{yi ^) =f(!/i ^"') • v{yj ^)- 

Théorème IV. Si Ion a 

on doit avoir encore 

VilZ/» '0=/i(y» m').n(p{i/, m). 

#* _ 

En effet, en changeant dans Téquation (^) le radical extérieur }^j succes- 

sivement en ai f/y^ , w* }^ etc. , elle sera encore satisfaite. En désignant les 
valeurs correspondantes de ^(y, m) par fp'{y, w), y "(y, ^)j . • • <ff'*~^^{yj w), la 
fonction ^>^{y^ w) sera divisible par toutes ces fonctions; donc aussi par leur 
produit, si elles n'ont point de fîicteurs conmiuns. Or si l'on suppose par 
exemple que les deux équations ç)'(y, 7/i)z=0, ç)"(2/, 7w) = aient lieu en 
même temps, on en tirera 

y+^^y-'+^^y-'H =0, 
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Or si elles ont une nicine (commune, elles doivent être identiques. Donc 
les fonctions ip{jj^ m)^ V^'il/j ^) ^^^* ii'ont pas de facteurs conununs, par suite 
la fonction ç>j(y, n) sera divisible par le produit 

(p(j/, 'm).ip\y, m) . . . (p^'^'^yj fu), 

c'est-à-dire par FT(p[y^ m). Donc 

Théorème V. Si l'équation 

est irréductible, celle-ci: 

n (fiy, m) = = (p^{y, in) , 
le sera de même. 

En effet, si elle ne Tétait pas, supposons que 

soit une telle équation. Alors les deux équations (f^iy^ m') = et <y(^, w) = 
auraient une racine commune, et par suite 

çp,{jy, vi') =f{y) . /7y(y, m) =f(y) . (p^(y, m'\ 

ce qui est impossible, car le degré de (p^{y^ fri') est moindre que celui de 
Viil/f ^')' Donc etc. 

Cela posé, rien n'ast plus facile que de trouver l'équation la moins élevée 
à laquelle puisse satisfaire une expression algébrique. 

Soit a^ l'expression dont il s'agit, et 

et 

l'équation irréductible à laquelle elle doit satisfaire. 

La fonction doit d'abord être divisible par y — a^. Or, si elle est divi- 
sible par y — a„, elle est encore divisible par 

n{y — aj) = (p{7j^m,). 

MaLs <y(y, m^) est irréductible, donc tp{y) est de même divisible par 

irip{jy,my-=ip^{if,m;\, 
ensuite par 



1 
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etc. 

Maintenant les nombres tu, m^^ w^, . . . forment mie suite décroissante, 
on doit donc enfin parvenir à une fonction 



où m^^.! == 0. Alors les coefficiens de cette fonction seront rationnels, et comme 
elle doit diviser la fonction \p{y\ l'équation 

9>,(y, 0) = 0, 

sera précisément l'équation cherchée. 

Le degré de cette équation se trouve aisément. En effet on a successi- 
vement 



Donc le degré de Téquation 
est 

dans le cas où Wy^.i = 0. 

De ce qui précède on peut maintenant déduire plusieurs conséquence:? 
importantes : 

1. Le degré de l'équation irréductible à laquelle satisfait mie expression al- 
gébrique, est le produit d'un certain nombre d'exposans radicaux qui se 
trouvent dans l'expression algébrique dont il s'agit. Parmi ces exposjins 
se trouve toujours celui du radical extérieur. 

2. L'exposant du radical extérieur est toujours un diviseur du degré de l'é- 
quation irréductible à laquelle satisfait une expression algébrique. 

3. Si une équation irréductible peut être satisfeite algébriquement, elle e^t 
en même temps résoluble algébriquement. En effet, on aura toutes les 



racines en attribuant dans a^ aux radicaux y»»'**, y»,'*"' 7 • • • l/mj^ ^^' 
tes les valeurs dont ils sont susceptibles. 



SUR LA RÉSOLUTION ALGEBRIQUE DES ÉQUATIONS. 233 

4. Une expression algébrique qui peut satisfaire à une équation irréductible 
du degré u, est susceptible d'un nombre /i de valeurs différentes entre 
elles, et pas davantage. 



§ 3. 

f 

Siir lu forme lU l'expressiofi al^ébrifpu: qtù jyeut satisfaire à une éqiuUioti 

irréiliwtible d'un degré donné. 

Supposons maintenant que le degré de l'équation 

à laquelle satisfait l'expression algébrique a^, soit exprimé par /i; on doit 
avoir, comme nous avons vu, 

Premier cas: si iti est un nombre premier. 
Si /t est un nombre premier, on doit avoir 

et par suite 

1 

On trouve les autres racines en mettant au lieu de y„^ les valeurs 

On aura ainsi, en désignant par 2,, 2,, . . . z^ les racines de l'équation, et 
en faisant pour abréger y^ = «, 

^i=Po+ PiS^ + p^s^ -| h/^/*-!'*»' "* J 

Zi—Po+pi^^'" +jo,co*.v^ -| . -{-p^^^io^-^s " , 

1 8 #1—1 

Maintenant pour que ces quantités soient en effet des racines, il faut qu'on 
n'ait aucune nouvelle valeur en attribuant à tous les radicaux qui se trouvent 
dans les quantités />o? J^o l^a • • • P,* 1 6* **? 1^^ valeurs dont ces radicaux sont 
susceptibles. 

Tome n. 30 



234 SUR LA RÉSOLUTION ALGEBRIQUE DES EQUATIONS. 

Soient p^^ ^/, p^\ . . . p\^i , s' un système de valeura aiusî formées, 
on doit avoir 

et à une valeur différente de œ il répond une valeur différente de u). En 
faisant donc w'i-^ 1, co, w*, ... a>^~\ on aura, en désignant les valeurs cor- 
respondantes de o) par cOq? cy,,cyg, ... oi^_i, 

p,+p.oi,s^ -\-PtfoW'' ^ ^Po'-\-p,'o>s'^ -f/j/coV^ H- 



. .* • 



En ajoutant jil viendra 

l'^P^^^f^pd c'est-à-dire p^'=zp^^ 

^p's"" =p^{l-\-œ~'^iD-^-\ 4- W*+') 

De là on tirera 

s'f" =/(ai, p, p\ p,, 2h\ ...*•', s^), 

1 /l-l 

or je dis qu'on doit avoir 

en effet dans le cas contraire on aurait 

(«) s"" ==/(*•? -^''j P^ P\ Px, pi, . . . P^-x, i>'^-i), 

et par là 
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Cela posé on ne peut pas expriiTier ,<?', Pq\ j)^ . . . rationnellement en 

fonction de 5, ^o? i^i? i^a^ • • • î ^^^ ^^^^ donnerait s^ en fonction rationnelle 
de .s, Pq^ jt>i . . . , ce qui est impossible. Mais si Ton cherche Véquation irré- 
ductible à laquelle pourra satisfaire ^i, on trouve que son degré doit être un 
nombre composé, ce qui n'est pas. Donc Téquation (a) ne peut avoir lieu, 
et par suite on doit avoir ^^ = 0, t^z=0^ , . , t^_^ = 0. 

Gela donne 



Donc 

d'où Ton tire 

^''qo=qoj ««"îi — «^?iï u}''q^=a}*q^^ . . . (o''qy=m''q,, . . . w''q^^^ = w^-^q^.,, 

Donc 

1 y i Èv 

s'''' =q\sf , s'^=ql.s^, etc. 

IX 1 V 

par suite 

1 y 



de là 



pi s f* =ia)^Py8'* ; 



p'^s' = p^s\ 



Maintenant puisque y ne peut avoir que Tune des valeurs 2, 3, . . . /i — 1 , 
il s'ensuit que pÇs n'aura qu'un nombre 11 — 1 de valeui^s différentes; p^s 
doit donc satisfaire à une équation qui est tout au phis du degré // — 1. 
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On peut faire ^ j = 1 , et alors on aura 

-L A /*— 1 



Je dis maintenant qu'on pourra exprimer les quantités />« , jPs • • • p^< -i ration- 
nellement en fonction de s et des quantités connues. 

On a 

Po = — {Zi-^^2-\- • • • 4-25^)= une quantité connue. 
H' 

'- 1 



De là on tire 



• 



2i«r' + 2»«ï~*H |-ÎKsr' = a,.-i; 

c'est-à-dire 

<li=f{^^ • • •)> 
tant qu'on n'a pas 
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«r' H h ^0 = (»j — «t) (-f j —«»)••• («I — •%) = 0. 

Or soit 

1_ 1 Jl 

-L 1_ 



• • • 



+ 

1 -|- ciii 01 -|- ciij co* -|- • • • -[-a)^_,ai^'"* = ,a, 

ce qui est impossible; donc 

qi=^p^s rationnel en s et en quantités connues. 
Donc 



fi-l 



Soit P=0 réquation la moins élevée en s du degré v, les v racines 
de cette équation seront de la forme 

*^? i^«'^ 7 i^«-^ > • • •Pjr—1)^ 7 

w', m'', ... w^*'""^^ se trouvant parmi celles-ci 

2, 3, 4, . . ./i— 1. 

5j =Pl *l 7 



m*— 1 . 

== entier, 

fc = facteur de fi — 1 , 
k = yj ou k<y. 

Soit m une racine primitive pour le module fi, on pourra représenter 
Zi par 
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1_ m^ m* mf*"^ 

Soient .Sj, .<?^, Sj, ... .Sy„j les valeurs de Sj on doit avoir 

1 w« 

« U .. ' « A* 

•>2 /'a «^1 ï 



m« 



m«* 



/n«*— l 

= entier, 

k r— facteur de u — 1 , 
ak:={fi — l)rî, 

,S j JJ A ^ 



Soit q^s'' une auti*e racine, 

en sera encore une. 
11 faut donc que 

u — l r:=e aa'jS'' ; 
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k"'{T^-\-n'a')-=n"e; 
tut -f- n'a' ^^^ 1 , 

/t— 1 .-*;/:?, 
/, - 1 - fc'/^', 

/i — i=fc7r, 

mais (3''<(i, /:?''</?'; donc ^'^fc, k''>k', ce qui est contre l'hypothèse; 
donc les racines de l'équation 

P.-i) 
pourront être représentées par 



oïl 

•s* = ( / &* y- -1 ) • **^ V—l 

fA-l 

a= — • 
Le degré de réquatîou P=zO doit donc être un facteur de // — 1. 

Désignons (/.v)^.*^'^" par ^.s*, les racines deviendront 

,s, Os, 0\s, 0^s, . . . 0' Ks, où ^^v = ^•. 
On a encore 



zv- 



^E 1L& BXjN>CJCTy>9 AlA«BlL>^Cft ZjmA IIÏCaT>,*9^ 



2,=^.— :•• —/>-*' — />.^' ^, 






'/i'^'*' /:^-* • — /V 



jS.4^ 






—//*'^' —//*-* - — /; 



jf.ji 



/ ,_£*-* 



•*— * 



• *•— ' 



^r»— 1 



f:- 



4.J9 



/r'*.« • —//-=*.*- 



r*-/#.» 



_4 






2i=i>»-r« 



+ «i' — «»• 



-«r_l 



t-y,«.«- -|-y,«,.«,' -r¥i««-«»' -: ^yi«r_t-*,-i 



-*— y,*.* — l— ^J^J.^J "^"^1*1-^* "7 



^•S-i-*,-," 



I 

i- 



■ «— 1 



• "— * 



r— I 



-f<F«-i«'« ' -r^. i*i-*i ' -ry«-i*t«i ' 






1 




/1. 


1 

a' .a 


1 


.a 


.te 
i 


1 




^. 


.a^ . 


«1 


m 


«i 


1 


^.^ 


^. 


.te 

.a" . 


1 
«1 


• 


■ 

a» 



. a 



m 
r— I ? 

1 



. . a 



r— 1 î 



. . . 'Z 



r— I T 



V-l 



1 



^r-l» 1 



..r— Il 



A-l-a 



" .aj* .a, " 



a 



r— 1 
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^ log .V = log 4 + ^ log a -t- "^ log a. -f "^ - log a, -|-. 
^ log », = log 4 , -f '"^ log a -|- '"^ " log ffl , + ~ log a, + 



• t • 



a 1 ^ya 



— l 



.s'' : «/.^(A"":^!,)-»^-! 



P» Pu (ftj • • • pK-i 

«/3(», (,) = 
„ «' 11" «'/«-«) 

Ay, «1 , Ci) = t) 

« 
^{y^ ^f *i> *'ï7 • • ' *V-n Pï (^n P«î • • • (fv—\)^^^^^' 



^V -17 **^»' -Ï7 **^»'-S7 • • • •**'« 



foîiction.s rationnelles de 



Sj «Sj, «Sj, . . . «^__i , (i, pi, pij ... (>y_l 

Tome II. 31 
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F{y^ Sj 8ij 8^j . . . Sj_i, p, Pi, pg, ... Py_i) sera facteur de if/{y) pour toutes 
les valeurs de Sy s^^ s^^ ... 

Donc le degré de tp{y) est divisible par fi^. 

Il y a deux cas: 

si âtij{y)==,i% 

si â^{y) = fi'.fi\ 
Dans le premier cas: 

Dans le second cas: 

^F{y, s, «i, . . . p, (*,,.. .) = /*'» 
F(y, s, «1, . . . p, p,, . . .)=:^''4-/(», Sj, . . . p, p,, . . .)y"'-' 

4-/'(«, «,, . . . p, pi, . . Oy"'"* 

+ 

Soit 

2 = ^(0, s, «1, ... p, pi, . . .) 

z n'obtiendra pour les différens radicaux qu'un nombre //* de valeurs diffé- 
rentes; donc z sera racine d'une équation du degré /i*. Par suite 

donne 

où z est déterminé par une équation du degré fi\ 
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/(y, s) 

Ày, yn, p, ?,...)=« 







v(y) = '7/(y, yiî, i>, 3, . . .) = nf[y, fn], p^, g,, . . .)= . . . 



• • • = /7/(y , y^r-l , i>K-l , îr-l ,•••) = 







/ » ^ ^ ¥ \ 

/U» V-'^» y^ii y^t, • • • y^r-i, p, q, ■ • px, 31, ■ . pr-i, 2,._i j=o 
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FRAGMENS SUR LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



L 

RECHERCHES STTR LES PONCTIONS ELLIPTIQUES. 

SECOND MÉMOIRE. 

Dans le mémoire sur les fonctions elliptiques inséré dans les tomes II 
et III de ce journal*) j'ai développé plusieurs propriétés de ces fonctions 
tirées de la considération des fonctions inverses. Je vais continuer ces l'eclier- 
ches dans ce second mémoire. 

§ 1. 
Soit 

oh ?n, //, n sont des nombres entiers tels que ?n-[-i/, m — ^, 2w-|-l ne 
soient pas divisibles par le même facteur, il resuite de Téc) nation (31) Hn 
mémoire cité qu'on aura 

(2) y(^^(2n+l)a) = 9)«, 

et que toutes les quantités (pd^ (p{d-\-a)j (p{0-\-2a\ . . . fp{8'^2na) sert)nt 

— ~~ -- — ^ 

•) Voyez t. I, p. 203 de cette (édition. 
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diflFérentes entre elles, en représentant par 8 une quantité indéterminée. Cîela 
posé, faisons 

(3) (p^e=(pe.(p{a-\-0).(p{a-e).(p{2a'{~0).(p{2a-e). . . ip{na -{- 0) . (p{na ^ 0) 
il est clair qu'on aura en vertu de Téquation (2) 

(4) (p,e = (p^{e±a) = (p^{0±2a)= .... 

En vertu de la formule (13) tome II, p. 107: 

(5) <^(« + /5)-<^(«-/^)=ï+"C.%Cv' 
on pourra écrire l'expression de (f^O comme il suit: 

.^x ^ ^ Jf^""^^! (f^2a — (fe (f*na^{f^e 

(fj^ê sera donc une fonction rationnelle de (p0. Faisons (p0z=zx^ on aura 
l'équation 

j = 0:; {(p^a — x*) (y* 2a — x*) . . . {(p^na — x*) 

qui est du degré 2n -|- 1 par rapport à x. L'une des racines de cette 
équation est x = (pdj or d'après la fomuile (4) (f^O ne change pas de valeur 
en mettant -^-ra au lieu de <?, où r est un nombre entier quelconque ; 
donc (p{d -f- va) sera encore une racine. Donc puisque les 2/? -[- 1 quantités 

(pO, (p{e-\-a), (p{0-\-2a)j . . . (p{e'^2na) 

sont différentes entre elles, ces quantités seront les racines de l'équation (7). 

Maintenant nous allons démontrer le théorème suivant: 

Toute fonction rationnelle <les quantités 

(p0j </)(« + a), . . • (p{0-\-2na) 

qui ne change pas de valeur en mettant 0-^ a au lieu de tf, pourra être 
exprimée par: 



"^"Vi^-im'-w^ 



oh p et q sont des fonctions rationnelles de (f^0. 

Soit xp0 la fonction dont il s'agit et qui soit telle que 

(8) xp{O'\-a) = ip0. 
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Comme on n, en vertu de la formule (10) tome II, p. 105, 

on voit que \ff8 pourra s'exprimer rationnellement en (fO et fO . FO ; or on a 

(je .Fey=(i-c*<p*e){i-\- e* <p*e), 

donc V'tf pourra être mise sous la forme 

(10) if^e = v/jd + ip^e ./e . Fe, 

où xff^d et \pJS sont des fonctions i-ationnelles de (pO. 

Mettons maintenant, dans la fonction i/'tf, — a au lieu de a, et dési- 
gnons par '^fd la valeur corre^spondante de <//tf, il suit de l'équation (9) qu'où 
aura la valeur de '^fS en changeant, dans l'expression de i/'tf, le sicrne du 
radical fB.FB. Donc 

( 1 1) ' V'* = Vi* — H^fi •/* . FB. 

Il est clair de même que la fonction '\^B ne change pas de valeur en met- 
tant tf-^a au lieu de B^ de sorte que 

(12) >(# -!-«) = >#. 

Les équations (10), (11) donneront 

I ^fi=\{^B-ir'^B), 

^^^^ \ ^pfi:f6.FB = \{xpB-'xp6), 

(>)Tirfîdérr>iLs d'abord la fonction %pfi. En vertu das équations (8), (12) on 
aura yf^{B-{'CL)=tpfi] donc en mettant au lieu de 6 successivement d-|-a, 
tf-f-2a, • • • 7 

^>fi = tp^{e 4- a) = V',(# + 2«) = . . . = V',(« + 2«er), 
â%Ai l'on déduit 

^.<'=2«-f: 1 jv'i<»H-V',(<>+«) + V'A<> + 2«)+ • • • + ^.((? + 2»«) J . 

Maintenant ip^B est une fonction rationnelle de (pBj donc le second membre 
de cette équation est une fonction ratioinielle et symétrique, donc en venu 
d^ni théorème connu d'algèbre on pourra exprimer ^f^B rationnellement par 
U^ cîoefficiens de l'équation (7), c'est-à-dire que y/^tf sera une fonction ratiMU- 

nelle de (p^B. 

En prenant le carré de la fonction ^^^B./B.FBy on aura une fonction 
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rationnelle de (p0 qui ne change pas de valent' en mettant O-^a au lieu de 
dj donc {t//^0 .fO . FOy pourra, de même que ip^Oj s'exprimer rationikellement 
en (p^O. On voit donc qu'on pourra faire 

où p et r/ sont des fonctions rationnelles de (p^d. 

Or on peut extraire en partie la racine carrée de la fonction q. Soit 

X<9 = («^<?)X<? + «) + [<K«4-«)lX« + 2«) + [</>(« +2«)]X<? + 3a) H 

\-[<p{e-\- (2« — !)«)]* (p{e -\- 2n a) -\- [<p{e -f 2rm)]* (pO, 

et défignoiiK par 'x6 la valeur de x^ ^1"^ provient du ctiaiigeineiit de « eu 
— a ; on aura selon ce qui précède 

'%6 = x,B -x,B.fB.FB, 

où xfi et xfi sont des fonctions rationnelles de ifQ. 
On en tii'e: 

(14) \{xB -'xB) = xfi.j%.FB=.±Sr\ 

où r sei'a une fonction rationnelle de if^. Cyc>nnaissànt ^V, on pourra trou- 
ver ^({ comme il suit. 

Les éfjuations (13), (14) donnenmt 

xs-xf^ — Xt^~'' ' 

f>ù 77^ est une fonction rationnelle de (p0^ qui reste la même en changeant 
en (9-|-a; donc on pourra exprimer jiO rationnellement en (p^O. On aura 
donc 

,f,e-'tpB = q{xB-'xB), 

où q est une fonction rationnelle de (p^d. Donc en vertu de Téquation (14) 

\{ipB-'xf,B) = ±qp, 
et par siûte 

ipO=:p±q yr. 

La fonction r, qui aura la même valeur quelle que soit la forme de la fonc- 
tion »//ô, peut être trouvée de la manière suivante: 

D'abord je dis que r doit être une fonction entière de (p^O. En eftet, 

si Ton avait r= , , où r^ et r' sont des fonctions entières de (p^O^ r' aurait 
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un facteur <f^6 — y,(f, où <(>Jt n'est pas intini. Or si r' eut divisible i».- 
tffi — Vi'^t '* fonction *■ aéra infinie pour B^ô\ c'est-à-dire on aura rii 
Tertu de l'équation (14) 

niaid l'expression rie /9 nouij montre que cette équation ne i^aura avoir lleiL 
à niuin.s qu'une quantité de la forme tf{d ± va) ne aoit intinie. Or, eu veni 
de ré(|uation (3), cela donnerait tp^iS^^, ce qui est inipoîwible. Donc imu- 
concinona que r doit être une fonction entière de 4fj_^6. 

Cela posé, soit <p(i = x, et concevons qu'on développe les fonctiuiL* y ft 
et x^7 'yfi suivant les puisiiaiices descendantes de x, il est clair par les ei- 
pre-ssioiis de c-e^ fonctions qu'on aura 

<pfi = ax-\-t, x^ ~ ' X^ ^^ -^^^ -\^ *' 1 
où a et A sont oustans, et oiï f et t' ne contiendront que des puîssaiur.- 
nMi>ectivenient inférieures à x et x*. En supposant donc que r soit du de-riv 
V par rapport à (ffi, on aura eu vertu de l'équation (14) 

a' .x" -{• ■ • ■ -■=\ A* .X* -\- ■ • ■ ; 

donc v-^i, et par conséquent r sera du quatrième degré. Maintenant IV- 
qriatioii (14^ fait voir que la fonction r s'évanouira en attribnunt à niie 

, , , ut bi & . & ■ f .V 

qM'^HViiiqiie des quatres Valeun*: „ » — ,, , . î, — t. Vax eiiet on a 

f' T. ., 1 "'-'N "*' ^1 i .» ' =*'■ Eli remarquant donc que tfA— ^ N^^V'il -> ' ■ 
tf I-- ' /)--. - if^ i\, on voit que r sera divisible par la fonction 



1- 



:::)"][' -(^7)']' 



- i' est dittërent de y^ ^ ■ 

le dcjne r t«t du quatrième degi-é, on aura 

l'At une constante. Ain«i notre théorème est démon 
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DauH le cas oîi if/0 est une fonction entière des quantités <pOy ^(^-f-a)» 
(f{0-\-2a\ . . . (p[d'^2na\ p et </ seront de même des fonctions entières de 
ipfi. En eftet c'est ce qu'on pourra démontrer entièrement de la manière 
(jue pour la fonction r. De même, si Ton désigne par r l'exposant qui afFecte 
la puissance la plus élevée des (juantités ipO^ ^(^"h")? • • • .dans la fonction 
i//(9, on veiTa, en développant suivant les puissances descendantes de (p6^ que 
le.s fonctions ^> et q seront respectivement tout au plus du degré y et y — 2 
par rapport à (ffi. On aura donc ce théorème: 

Une fonction quelconque entière P des quantités 

ipO^ (p(0-\-a\ . . . ip(0 -\- 2na) ^ 

qui ne change pas de valeur en mettant tf-j-a au lieu de 0^ pmrra être 
exprimée par 

oïl p et q sont des fonctions entières de tp^O^ la première du degré v et la 
seconde du degré v — 2, en supposant que P soit du degré v par rapport à 
une des quantités 

(f)0^ ip{0-\-a\ . . . (p{0-\-2na). 

Si Ton supp(Kse r=z:l, q sera égal à zéro. Dans ce cas P sera donc 
une fonction entière de la lonne 

P=zA-^B.(p^e, 

où A et li sont des constantes. On aura la valeur de A en faisant 6 = 0, 
et celle de B en faisant (f>0 = ^ aprè^s avoir divisé par (pd. 
Soit par exemple 

Pz= ji{e) -f 7r(e + «) -f ,^(d + 2a) H -f :j{0 -j- 2na\ 

où 

nO = </)6f . (p{0 4" »'i«) • (p{0 -\-y^ci) . . . (f{0 -\- y,^a)^ 

où r, , r^j ... i\^ sont des nombres entiers inégaux et moindre*^ que 2n~\- l. 
En faisant = 0, on aura 

A — n{a)'-\~n{2a)-\- - - - -|-7î(2;/.«). 

On trouvera la valeur de B en dift'érentiant et faisant ensuite d--(), savoir 

B= pour d^-^i). 

Tome IL 32 
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Il est à remarquer que l'une des quantités il et £ est toujours égale à zéro, 
savoir on aura J9=0, si co est un nombre impair, et il = 0, si œ est un 
nombre pair. Ainsi par exemple si £o = 0, 

et si co = 1 , Vj = 1 , 

<pe.(p{d-{-a)-]-<p{e-\-a.).^{$-\-2tt)-] . -\- <p{e -\- 2tm) ^0 

= <pa .(p2a-\-<p2a.(p^a-\- • • • -f- <p(2n — ï)a.^ 2na. 



II. 

On pourra encore trouver d'autres relations entre les quantités de la forme 
(p '' ^-^^-j — ^ l'aide de la formule 

( /% t ' 

2^^-pjaJ, il viendra: 

d'oîi Ton tire, en faisant $=z^--- , 

c'est-à-dire : 

en détenninaiit convenablement le nombre entier vu 

En faisant pour abréger ^ t i ^= ^ «\ ^^ pourra écrire la formule pré- 
cédente comme il suit: 
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Si ron fait n^=> /(2n -j- 1) -j- y, on a 

donc en substituant, 

oh y peut être un nombre entier quelconque. 

En changeant c en c, et e en c, on en déduira cette autre formule: 

Si Ton fait par exemple w= l izny, on aura 



III. 

Nous avons parlé ci-dessus d'une manière particulière de déterminer les 
fonctions entières p ^t q dans la formule . Nous allons l'exposer dans ce 
qui va suivre. 

Si Ton fait, pour abréger, /(2w-|- l)tf .-F(2w-}- l)tf = r, on aura 

et de là, en mettant œ — au lieu de 0, 

par conséquent en multipliant, 

[iffO . v(o» — «)]•"+' =p* — q' . r'. 

• 32* 
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Maintenant on a tp{d -|- «) = c^"* . \pd^ donc en mettant ■ u) — a — 6 au lieu 

de e, ip{œ — «) = (^-* . ifj{a) — (« + a)) , d'où xp{io — (« + «)) = â' y^(io — 6\ 
et par suite 

V/(«-f a) . %p(io — (d + a)) = xpe . V<ai — G). 

De la même manière on a 

i^(d + /9) . v(co — (* + /?)) = ^^O.xp{u} — «). 

La fonction ip6 . ^'(w — 6\ qui est, comme il est aisé de voir, une fonction 
entière des racines de l'équation , a donc la pn)priété de ne pas changer 

de valeur par le changement de d en d-j-a ou en d-\-/3. Par conséquent 
on aura, en vertu du théorème l®*", 

ipe .y;{œ — e) = v -\-v\f{2n-\- l)e .F{2n-\r 1)6, 

oîi V et ?;' sont des fonctions entières de <p{2n-\- 1)0, la première du degré 
2, et la seconde du degré zéro, v' est donc constante, et v de la forme 
A-\- B(p{2n-\- 1)0 -{- C[(p{2n-]- l)eY. En changeant en œ — B, on a 



xf;{(o — d).fd = v — v' ./{2n-{- 1)6 .F{2n-\-l)e, 

donc v' = 0. On a encore }ff{œ -^6) = — xpO, et ip{ — 0) = — 1^(01 — 0\ 
donc V doit rester le même en changeant 6 en — 0. Par conséquent on 
aura B=0, et 

rpe.tf;{a,-d)=.C{[<p{2n-\-l)eY-/'l 

C et f étant deux constantes. 

Cela posé, l'équation donne celle-ci: 

Les fonctions entières p et q doivent donc être telles, qu elles satisfassent à 
cette équation pour une valeur quelconque de y(2n-[-l)^- Or omette condi- 
tion suffira pour les déterminer, si l'on connaît seulement la valeur de C. 
Celle-ci se trouve en faisant, dans l'équation , (pd==^ après avoir divisé 

les deux membres par {(fOy» On obtiendra alors, en remarquant que 

x}fe i[f(co— e) qp(2n +1)^ 1 

(re~~ ~'(pe ' ^ "q^e ~~2«+i' 

C={2n^l)\ 
Connaissant C, on aura / en faisant 6=^0, savoir 

x^0.xpœ = — CP= — (2n-f Iff. 
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Maintenant il est clair par la formule que 



donc, en substituant et extrayant la racine carrée, 

Cela posé, reprenons l'équation ; en y faisant <f{2n-\-\)d=y^ on aura 

q=.b„ +6.y» + i,y«+...+ft._.y»-», 

r = {l-c*y'){l-\-e'y*), 
donc 

{a,y + a,y'+ • • • +a,_y»"+>)«_(i„ + 5,y»+ . . . +K_,y--y{l-c'y*){l+e*y') 



XX. 
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Copenhague, Tan >^(K)()4:i*2121»*) 
(en comptant la fraction décimale.) 

Le petit Tnémoire qui, comme tu te le rappelles, traite des fonctions in- 
verses de transcendantes elliptiques, et dans lequel j'avais prouvé une chose 
impossible, j'ai prié M. Degen de le parcourir; mais il ne pouvait trouver 
de vice de conclusion ni comprendre où était la faute. Du diable si je sais 
comment m'en tirer. 

J'ai cherché à démontrer l'impossibilité de l'équation 

en nombres entiers, lorsque n est plus grand que 2, mais je ne suis parvenu 
qu'aux théorèmes suivans qui sont assez curieux. 

Théorème L 
L'équation «"^ri^-l-c", où n est un nombre premier, est impossible. 

lorsqu'une ou plusieure des quantités a, ft, c, a -(-6, o.-\-c^ h — r, }^, }'ï, 

"/- . " 

yc sont des nombres premiers. 



*) Le :{ «oût 1S2:{. 
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4 

Théorème IL 
Si Ton a 

chacune des quantités a, bj c sera toiyours résoluble en deux facteurs, pre- 
miers entre eux, de telle sorte qu'en posant a = a . a\ b = (3 . b\ c = y . c\ 
l'un des ô cas suivans aura lieu: 

a'» 4- A'" + <?'" , a'"4-A'» — c'" a'»4-<?'" — fc'» 

1. a=— 2 -^ ^' = 2 ' ^ = 2 

n*-* o'" + A'" + c'» , w»-* a'" + A'» — c'* r*»-* a'" + <?'» — A'» 

2. a=: ^ — ' , /> = "2 , c = 2 — • 



a'» 4- n»~i />'" + c'" . a'" + n*-» A'" ^ e'* a'" -f <?'*• — n**-* 6 

d. a— 2 , 6— 2 , c— "2 



M 



4. a— 2 7 ''— 2 ~ î c_ , 2 



Théorème 111. 

Pour que l'équation a" = 6''-|-c'* soit possible, il faut que a ait une 
des trois fonnes suivantes: 

1. a_— 2 



j. a— 2 



Il 1 ^M 

■ • » 



3. a = 2 , 

Xy y Qt z n'ayant pas de facteiirii communs. 

Théorème IV. 

T • . 9 " -1- 5 *• -1- 4 '* 

La quantité a ne peut être moindre que « ? et la plus petite 

Qn 5«i _1_ 4» 

des quantités a, &, c ne peut être nK)indre que ' • 
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Le I(i janvier 1K20. 

Depuis mon arrivée à Berlin je me suis aussi occupé de la solution du 
problème général suivant: Trouver fouies le^s équations qui sont résolubles 
ahjéhrîqunnent. Je ne l'ai pas encore achevée, mais autant que j'en pui^ 
juger, j'y réussirai. Tant que le degré de l'équation est un nombre premier, 
la difficulté n'est pas si grande, mais loraque ce nombre est composé, le diable 
s'en mêle. J'ai fait application aux équations du cinquième degré, et je suis 
heureusement parvenu à résoudre le problème dans ce cas. J'ai trouvé un 
grand nombre d'équations résolubles, outre celles qui sont connues jusqu'à 
présent. Lorsque j'aurai terminé le mémoire aûisi que je l'espère, je nie 
flatte qu'il sera bon. Il sera général, et on y trouvera de la méthode, ce 
qui me semble le plus essentiel. 

Un autre problème qui m'occupe beaucoup, c'est la sonunation de la série 

cos inx -f- m cos(m — 2) x -|- - ^ ^ -- cos(//i — 4) -c -[- • • • 

Lorsque vi est un nombre entier positif, la sonmie de cette série est, comme 
tu sais, (2cosa:)"', niais lorsque m n'e^t pas un nombre entier, cela n'a plus 

lieu, à moins que x ne soit moindre que ,^ . Il n'y a pas de problème ciui 

ait plus occupé les ninthématiciens, dans les derniers temps, (|ue celui-là. 
Poisson^ Poinsoiy Plana ^ Crelle et une foule d'autres ont cheitihé à le résou- 
dre, et Poinsot est le premier qui ait tn)uvé une somme juste, mais son rai- 
sonnement est tout faux, et personne n'en est encore venu à bout. J'ai été 
assez heureux pour la démontrer rigoureusement. 

J'ai trouvé 

m 

COS mx -|- m cos(m — '2)x -|~ • • • ~- (2 -f - 2 cos 2x)^ cos mkn 

m 

sin vix -\~ m m\{7n — 2)x -|- • - . -=: (2 -f- 2 cos 2t)'^ sin mkji. 

m est mie quantité comprise entre le^ limitées — 1 et -j- -v , fc est un entier, 
et x une quantité cxnnprise entre le^s limites [k — ^)n et (fc-f-a)-^* Lorscjue 
m est compris entre — 1 et — 'x, les deux séries sont divergentes, et par 
conséquent elles n'ont pas de somme. Les séries divergentes sont en généml 
quelque chase de bien fatal, et c'est une honte qu'on ose y fonder aucune 
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(léinoiiHtration. On peut dëiiioiiti-er tout ce qu'un veut en les employant, et 
ce 8ont elleH qui ont fait tant de malheurs et qui ont enfanté tant de para- 
doxes. Peut-on imaginer rien de plus horrible que de débiter 

0=1 — 2"-|-3'' — 4»-f- etc., 

V étant un nombre entier positif? Enfin mes yeux se sont dessillés d'une 
manière ft'appante, car à l'exception des cas les plus simples, par exemple les 
séries géométriques, il ne se trouve dans les mathématiques presque aucune 
série infinie dont la sonune soit détenninée d'une manière rigoui'euse, c'est-à- 
dii-e (jne la partie la plus essentielle des mathématiques est sans fondement. 
Pour la plus grande partie les résultats sont justes, il est vrai, mais c'est là une 
cIkksc bien étrange. Je m'iHîCupe à en chercher la raison, pi'oblème très in- 
téressant. Je crois que tu ne pourras me proposer qu'un très petit nombre 
fie théorèmes contenant des séries infinies, à la démonstration desquels je ne 
puisse faire des objections bien fondée^s. Fais cela, et je te répondrai. La 
fonnide binôme elle-menïe n'est pas encore rigoureuvsement démontrée. J'ai 
trouvé (ju'on a 

w{tn - 1) 2 



• • . 



]3our toute.s las valeurs de //a, loi'sque x est moindre que l'unité. Lorsque x 
est égal à -j- 1 , la même fonnule a lieu, mais seulement si m est plus grand 
que — 1 , et lorsque x est égal à — 1 , la fornmle n'a lieu que pour des 
valeurs positives de m. Poin* toutes les autres valeurs de x et de ?/i, la série 
1 -[- ^^'^ -f- <*-tc. est divergente. Le théorème de Taylor^ base de tout le calcul 
infinitésimal, n'est pas mieux fondé. Je n'en ai trouvé qu'une seule démon- 
stration rigoureuse, et celle-ci est de M. Cauchy dans son Résumé des lerqns 
sur le calcul ir^fiiniésimal^ oîi il a démontré qu'on aui^a 



o» 



ip{x -[-«) = (px -|- a (f'x -j- -j~ (p'^x -|- . . . 

tant que la série est convergente; mais on l'emploie sans fa<;on dans tous 
les cas. Pour montrer par un exemple général (sit venia ver ho) conmie 
()!i raisonne mal, et combien il faut être sur ses gardes, je choisirai le sui- 
vant. 8oit 

une série infinie quelconque, tu sais qu'une manière très ordinaire pour en 
trouver la somme c'est de chercher la sounue de celle-ci: 

Tome II. 33 
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UQ-^a^x-^a^x^ ^ • • • 

et faîi-e ensuite x=l dans le résultat. Cela est bîeu juste, maïs il me 
seuible qu'on ne doit pas l'admettre sans démonstration ; car quoiqu'on ait 

démontré que 

(px = aQ'\-aiX-\-a2X* -\^ • • • 

pour toutes les valeurs de x qui sont inférieures à l'unité, il ne s'ensuit pas 
que la même chose ait lieu pour x égal à 1. Il serait bien possible que la 
série ao-{~^i^4"^ï-^*4" ' * * s'approchât d'une quantité toute différente de 
ao-j-ai-|-a,-|- • • • ? lorsque x s'approche indéfiniment de l'unité. C'est ce 
qui est clair dans le cas génénil où la série est divergente; car alors elle 
n'a pas de somme. J'ai démontré que ce procédé est juste lorscjue la série 
est convergente. L'exemple suivant montre comme on peut se tromper. 
On peut démontrer rigoureusement qu'on aura poiu* toutes les valeurs de x 
inférieures à jî 

\ = sin X — ^ sin 2wC -|- ^ sîn 3x — etc. 

Il semble qu'on en pourrait conclure que la même fornmle aurait Heu pour 
x = 7ï; mais cela donnerait 

= sin 71 — ^ sin 2.-7 -|- ^ sin 3/7 — etc. = 0, 

résultat absurde. On peut trouver une infinité d'exemples pareils. 

La théorie des séries infinies en général est jusqu'à pi'ésent ti'è,*; mal 
fondée. On applique aux séries infinies toutes les opérations, comme si elle^ 
étaient finies; niais cela est- il bien permis? je croLs que non. Oh e«t-il 
démontré qu'on lobtient la différentielle d'une série infinie en prenant la 
différentielle de chaque terme? Rien n'est plus facile que de donner des 
exemples où cela n'est pjis just.e; par exemple 

' = sin X — ^ sin 2;i; -|- J sin 3x* — etc. 

En différentiant on obtient 

I = cos X — (îos 2 .r -j- cos 3 iC — etc. , 

résultat tout faux, (îar cette série est divergente. 

La même chose a lieu par rapport à la nmltiplication et à la division 
de-s séries infinies. J'ai commencé à examiner les règles les plus importantes 
qui (à présent) sont ordinairement approuvées à cet égard, et à montrer en 
quels cas elles sont justes ou non. C^ela va assez bien et m'intéresse infiniment. 
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Paris, le 24 octobre 1826. 

Comme il me tarde d'avoir de tes nouvelles! tu ne saurais t'en faire 
idée. Ainsi donc ne va pas me tromper dans mon attente, fais-moi parvenir 
quelques lignes consolatricas dans l'isolement où je me trouve; car, à te dire 
vrai, cette capitale la plus bruyante du continent me fait pour le moment 
l'effet d'un désert. Je ne connais presque personne; c'est que pendant la 
belle saison tout le monde est à la campagne; ainsi ce monde n'est pas 
visible. Jusqu'à présent je n'ai fait connaissance qu'avec MM. Legendro^ 
(■auehy et Hacheiie^ et quelcjues mathématiciens moins célèbres quoique fort 
liabiles : M. Satgejfy rédacteur du Bulletin des Sciences, et M. Lejeune-Dirtchlet^ 
l^nissien qui vint me voir l'autre jour me croyant son compatriote. C'est un 
mathématicien d'une grande pénétration. Il a prouvé avec M. Legendre 
l'impossibilité de résoudre en nombres entiers l'équation x^ -\-y^:=-z^^ et 
d'autres foii; belles choses. Legetidre est d'une complaisance extrême, mais 
malheureusement fort vieux. Cauchy est fou, et avec lui il n'y a pas moyen 
de s'entendre, bien que pour le moment il soit celui qui sait comment les 
mathématicpies doivent être traitées. (Je qu'il fait est excellent, mais très 
brouillé. D'aboixl je n'y compris presque rien; maintenant j'y vois plus 
clair. Il fait publier une série de mémoires sous titre iV Exercices de rnathé- 
maliqiies. Je les achète et les lis assidûment. 11 en a paru 9 livraisons 
depuis le commencement de cette année. Cauchy est à pi-ésent le seul qui 
s'occupe des mathématiques pures. Poùsan^ Fourier^ Amphre etc. s'occupent 
exclusivement du magnétisme et d'autres sujets physiques. M. Laplace n'écrit 
plus rien, je pense. Son dernier ouvrage fut un supplément à sa T/iéttrie 
des prohfdnh'tés. ,]e l'ai souvent vu à l'Institut. (>'est un petit honime très 
gaillard. Poisson est un petit monsieur; il sait se comporter avec beaucoup 
de dignité; M. Fourier de même. Lacroix est bien vieux. M. Hacheiie va 
me présenter à plusieurs de ces messieurs. 

Ijes Français sont beaucoup plus réservés avec les étrangers que les 
Allemands. Il est fort difficile de gagner leur intimité, et je n'ose pousser 
mes prétensions jusque-là; enfin tout commençant a bien de la peine à se 

33* 
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faire remarquer ici. Je viens de finir un grand traité sur une certaine classe 
de fonctions transcendantes pour le présenter à l'Institut, ce qui aura lieu 
lundi prochain. Je Tai montré à M. Cauchy^ mais il daigna à peine y jeter 
las yeux. Et j'ose dire, sans me vanter, que c'est un bon travail. Je suL< 
curieux d'entendre l'opinion de l'Institut là-dessus. Je ne manquerai pas de 
t'en faire part. J'ai écrit plusieurs autres mémoires surtout pour le jounial 
de M. Crellcj dont 3 livraisons ont paru; de même pour les Annales de 
M. Get'gonne. Un extrait de mon mémoire sur l'impossibilité de résoudre les 
équations algébriques a été inséré dans le bulletin de M. Féntssac. Je lai 
fait moi-même. J'ai fait et je ferai d'autres articles pour ce bulletin, (-'est 
un travail bien ennuyeux quand on n'a pas écrit le traité soi-même, mais 
enfin, c'est pour M. Crelle^ l'homme le plus honnête du monde. •J'entretiens 
avec lui une correspondance soutenue. Je travaille en ce moment à la théorie 
des équations, mon thème favori, et me voilà enfin parvenu à tn>iiver le 
moyen de résoudre le problème général que voici: Déterminer la forme de 
toutes les équations algéliriques qui peuvent être r&iolues algébrtquemefif. J'en 
ai trouvé un nombre infini du 5"™% 6™® et 7"*® degré qu'on^ n'a pas fiairé jus- 
qu'à présent. J'ai en même temps la solution la plus directe des écpiatioiis 
des 4 premiers degrés, avec la raison évidente pourquoi celles-ci sont les 
seules résolubles et non pas les autres. Quant aux équations du 5""'^ degré 
j'ai trouvé que quand une telle équation e^st ré.soluble algébriquement, il faut 
que la racine ait la forme suivante: 

ou lij R\ i?", -R"' sont les 4 racines d'une éqmition du 4"** degré qui 
sont exprimables par des racines ciirrées seules. Pour les expressions et les 
signes, ce problème m'a fait bien des difficultés. En outre je m'occupe dei? 
quantités imaginaires, où il reste encore beaucoup à faire; puis du calcul 
intégnU, et sui*tout de la théorie des séries infinies, si mal basée jus<ju'iei. 
Cependant je ne puis m'attendre à en voir un résultat satisfaLstwit avant d'être 
instfdlé chez moi, si cela se réalise jamais. Je regrette d'avoir fixé deux ans 
pour mes voyages, un an et demi aurait suffi. J'ai le mal du pays, et dès 
à présent mon séjour à l'étranger, ici ou ailleurs, ne m'oflre plus tant d'avan- 
tages qu'on croirait. Je suis maintenant au fait de tout ce que les mathé- 
matiques pures offrent de plus ou moins essentiel, et il me tarde .seulement 
de pouvoir consacrer mon temps exclusivement à rédiger ce que j'ai recueilli. 
Il me reste tant de choses à faire, mais tant que je serai en pays étranger. 
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tout cela va assez mal. Si j'avais mon professorat comme M. Keilkan a le 
sien ! Ma position n'est pas assm^ée, il est vrai, mais je n'en suis pas en 
peine; si la fortune m'abandonne d'une part elle me sourira peut-être de 
l'autre. 



[Paris, décembre 1H26.]*) 

Tu m'apprends que tu as lu les deux premiers fascicules du joiu-nal 
de M. Crelte. Les mémoires que j'y ai tait insérer, à l'exception de celui 
des équations, ne valent pas grand'chose, mais cela viendra, tu verras. 
J'espère que tu seras satisfait d'un long mémoire sur une intégrale qui se 
trouve au S™* fascicule; mais celui qui me fait le plus de plaisir c'est un 
mémoire, actuellement sous presse pour le 4™* fascicule, sur la simple série 

1 -\- mx -\- --- - -x*-|- • • • • J'ose dire que c'est la première démonstra- 
tion rigoiu'euse de la formule binôme dans tous l&s cas possibles, ainsi que 
d'un grand nombre d'autres fonnules, en partie connues, il est vrai, mais bien 
faiblement démontrées. Dans le fascicule prochain (^janvier) des Annales de 
M. Gergorme il paraîtra un petit mémoire de moi^ sur l'élimination. C'était 
pour voir s'il le publierait. Un de ces jours je lui en enverrai un meilleur 
sur le développement de fonctions continues ou discontinuas, selon des cosinus 
ou sinus d'arcs multiples. J'y démontre une formule connue, mais jusq'ici 
prouvée assez nonchalamment. De même j'enverrai à M. Gergonne un grand 
mémoire sur les fonctions elliptiques où il y a bien des choses curieuses, qui 
ne manquenmt pas, je m'en flatte, de frapper quelques lecteurs par-ci par-là. 
Kntre antres choses il traite de la division de l'arc de la lenmiscate. Tu 
verras comme c'est gentil. J'ai trouvé qu'avec le compas et la règle on peut 
diviser la lemniscate en 2 " -|- 1 paities égales, lorsque ce nombre est premier. 
La division dépend d'une équation du degré (2"-f-l)* — 1; mais j'en ai 
trouvé la solution complète à l'aide des racines carrées. C^ela m'a fait péné- 
trer en même tempç le mystère qui a régné sur la théorie de M. GauM sur 
la division de la circonférence du cercle. Je vois clair comme le jour com- 
ment il y est parvenu. Ce que je viens de dire de la lemniscate est un des 



^1 Cette lettre «'st shii» date. 
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fruits de mes recherches sur la théorie des équations. Tu ne saurais t'ima- 
giner combien j'y ai trouvé de théorèmes délicieux^ par exemple celui-ci: Si 
une équation P=0, dont le degré est fiy, a et y étant des nombres pre- 
miers entre eux, est résoluble d'une manière quelconque par des radicaux, ou 
P sera décomposable en // facteurs du degré k, dont les coefficiens dépen- 
dent d'une seule équation du degré //, ou bien en v facteurs du degré u^ 
dont les coefficiens dépendent d'une seule équation du degré y. 



Berlin, le 4 mars 1«27. 

Il y a un mois environ que je t'ai tait parvenir par M. P. le 3""* tW 
cicule du journal de M. (yvelle et un peu plus de la moitié du 4"»®, mainte- 
nant fini. Que penses-tu de mon mémoire qui s'y trouve inséré? J'y ai 
tâché d'être tellement rigoureux qu'il sera impossible d'y faire aucune objec- 
tion fondée. J'ai déjà préparé un mémoire développé, où il y a bien des 
choses curieuses (fonctions elliptiques). Ainsi j'ai trouvé qu'avec la règle et 
le compas (m peut diviser la circonférence de la lemniscate dans le même 
nombre de pai*ties égales que l'a montré M. Gauss pour le cercle, p. ex. en 
17 parties. (Jeci n'est qu'une conséquence très spéciale, et [il y a] une tbule 
d'autres propositions plus générales. Ce sont mes recherches générales sur les 
équations qui m'y ont porté. Dans la théorie des équations je me suis pix>- 
posé et j'ai résolu le problème suivant, qui en renfenne tous les autres: 
Trouver ionies h*s équaUons iïun degré déiemiiné <pn sont résolnhle^i algébri- 
quement. Par là je suis parvemi à une tîmle de théorèmes maguifî({ues. 
Mais le plus beau de tout ce que j'ai fait c'est ma Théorie des fcmciioiis 
iranceruiantes en général et celle des /mictions elli.pt {([ues en. pariicvlier: 
mais il faut attendre mon i^etour pour t'en faire part. Eniin j'ai fait un 
grand nombre de découvertes. Encoi'e si je les eusse arrangées et mises 
par écrit; car la plupart n'eu sont encore qu'à l'état de projet. Il ne faut 
pas y penser avant que je sois bien installé chez moi. Alors je travaillenii 
comme un piocheur, mais avec plaisir s'entend. Il me tarde maintenant 
d'être chez moi, comme je ne vois pas de grand profit à prolonger mou 
séjour ici. Chez soi on se fait souvent des illusions sur l'éti^anger, on se 
figure tout plus grand (jue la réalité. Va\ général le monde est un peu bête, 
mais pas trop malhonnête. Nulle part il n'est plus facile de faire son chemin 
qu'en France et en Allemagne. J'apprends que tu es allé à Upsal et à Sttxjk- 
holm; pounjuoi pas plutôt à Paris? Il faut (pie j'y revienne une fois avant 
de mourir. 
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Dresde, le 29 mars 1^26. 

Je serai bien aise de revenir chez moi travailler à mon aise. J'espère 
que mes travaux iront bien; ce ne sont pas les matériaux qui me manque- 
ront, j'en ai pour plusieurs années, et d'autres me viendront probablement en 
n)ute, car précisément en ce moment-ci j'ai des iflées plein la tête. Il faut 
que les mathématiques pures, au sens pins prcjpre du mot, deviennent l'étude 
de ma vie. Je consacrerai toutes mes forces à répandre de la lumière sur 
l'inunense obscurité qui règne aujourd'hui dans l'analyse. Elle est tellement 
flépourvue de tout plan et de tout système, rju'on s'étonne seulemeTit qu'il y 
ait tant de gens qui s'y livrent — et ce qui pis est, elle manque al)solument 
de rigueur. J)ans l'Analyse Supérieure bieii peu de propositions sont flémon- 
tréesavec une rigueur définitive. Partout on trouve la malheureuse manière 
de conclure du spécial au général, et ce qu'il y a de merveilleux, c'est 
qu'après un tel pnxîédé on ne trouve que rarement ce qu'on appelle des para- 
doxes. Il est vraiment trè^s-intéressant de rechercher la raison ckî ceci, ('ette 
raison, à mon avis il faut la voir dans ce que les fonctions dont s'est jus- 
qu'ici occupée l'analyse, peuvent s'exprimer jK)ur la ])lupart ]>ar dejs puiasances 
Quand il s'y en mêle d'autres, ce qui, il est vrai, n'arrive \niA souvent, on nt^ 
réussit plus guère, et pom* peu qu'on tire de fausses cxmclusîons, il en naît une 
infinité de propositions vicieuses qui se tiennent les unes les autres. J'ai examiné 
plusieurs de celles-ci et j'ai été assez heureux pour eti venir à bout. Quand on 
procède par une méthode générale, ce îi'est pas tnjp difficile; mais j'ai dû être 
très circonspect, car les propositions une fois acceptées sans preuve rigoureiise 
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(i. e, îMiiis preuve aucune) ont pria telleineut racine chez nioi, que je risque 
à chaque moment de m'en servir sans examen ultérieur. Ces petits travaux 
paraîtront dans le journal publié par M. CreUe. Dans cet homme j'ai fait une 
connaissance précieuse, et je ne puis pas assez louer Theureux destin qui \\\a 
porté à Berlin. Décidément, j'ai de la chance. Il est vrai qu'il y a peu de 
personnes qui s'intéressent à moi, mais ces quelques personnes me sont inti- 
niment chères, parce qu'elles m'ont témoigné ttmt de Ixjnté. Puissé-je réjwn- 
dre en quelque manière à leur attente de moi, car il doit être dur à un bien- 
faiteur de voir sa peine perdue. Il faut que je vous conte une oifre que lu a 
fait M. Crelle avant que je partisse de Berlin. Il voulait aljsolument me 
persuader à me fixer à Berlhi pour toujours, et s'étendait sur les avantage.^ 
d'un tel arrangement. Il ne tenait* qu'à moi de devenir rédacteur en chef 
du journal, entreprise qui sera avantageuse aassi au point de vue économique. 
Il semblait vraiment y tenir beaucoup; naturellement j'ai refusé. Pourtant 
j'y ai donné une forme adoucie, en disant que j'accepterais (ce que je ferai), 
si je ne trouvais chez moi de quoi vivre. Il finit par dire qu'il répéterait 
son ofire quand je voudrais l'accepter. Je ne nie pas que j'en fîis très-flatté; 
mais vrai, c'était gentil, n'est-ce pas? Il fallut absolument lui promettre de 
revenir à Berlin avant que de retourner chez moi, et cela ne pourra que 
m'être très-avantageux, t^'est qu'il s'est engagé à trouver un éditeur |X)ur 
mes mémoires développés et figurez- vous 1 on me payera nnidenient l)'al>ord 
nous sommes convenus de publier à nous deux de temps en temps un 
recueil de travaux développés, à commencer tout de suite. Mais reflexion 
faite et ayant c-onsulté un libraire auquel nous l'otlrîmes, nous trcnivânies 
mieux d'attendre que le journal fïit en bon ti^ain. Quand je serai de i-etour 
à Berlin, j'espère que notre plan se réalisera. Tout cela n'est-il pas beau? 
et n'ai-je pas raison de me louer de mon séjour à Berlin? Il est vrai que 
je n'ai rien appris d'autres personnes pendant ce voyage, mais je n'ai point 
vu là le but principal de mon voyage. Faire des connaissances, c'est là ce 
qu'il me faut pour l'avenir. N'êtes voas pas de mon avis? A Freîbei-g je 
suis reste un mois. J'ai fait, chez M. Ketlhau^ la comiaissance d'un jeune 
mathématicien très-zélé, fi'ère de M. Naumonn qui fut autrefois eu Norvè^. 
C'est un homme ti^s-aimable ; nous nous convenons parfaitement. 

Dans votive lettre à M. Boeck vous deuumdez ce que je vais faire à 
Leipsic et sur le*s rives du Rhin; mais je voudrais bien savoir ce que vou^ 
allez dire qiuiud vous saurez que je vais à Vienne et en Suisse. D'alnjnl 
j'avais comptai aller tout dix)it de Berlin à Paris, heureux de la promesse 'le 
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M. d'elle de m'y accompagner. Maw iiiaiuteuant M. Crelle en eut empêché, 
et il m'aurait fallu voyager 8eul. Or je suis aiii^i fait que je ne puis pas 
supporter la Holitude. Seul, je m'attriste, je me fais du mauvais ^^^^K? ®* j'*^î 
peu de disposition pour K» travail. Alors je me dis qu'il vaut mieux aller 
avec M. Hoerk à Vienne, et ce voyage me semble justifié par le fait qu'à 
Vienne il y a des hommes connue LinroWy Bnrg et d'autre^s encore, tous en 
vérité des mathématiciens excellens; ajoutez à cela que je ne ferai que ce 
seul voyage dans ma vie. I*eut-on trouver rien que de raisonnable à ce que 
je désire voir aussi un peu de la vie du midi? Fendant mon voyage je pour- 
rai tinivailler assez assidûment. Une fois à Vienne et paii;ant de là pour 
Paris, c'est presque tout dmit par la Suisse. l*ourquoi n'en verraw-je pas un 
peu aussi? Mon Dieu! J'ai, moi aiLssi, un peu de goût pour les beautés de 
la nature, tout connue un autre. Tout ce voyage me fei*a venir à Paris 
deiLx mois plus tanJ, voilà tout. Je ratti*aperai vite le temps perdu. Ne 
croyez-vous pas qu'un tel voyage me ferait du bien? 
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1. 

Freiberjf, le 14 mare 18*2r». 

Si une équation du cinquième degré dont les coefficiens sont des nom- 
bren raiionneh^ est résoluble algébriquement, on peut donner aux racines la 
forme suivante: 

12 4 3 1^ 2 4 s 



oîi 



-|-^2 .aj** .«,,' . a'\ Oi^ -\-A^.a^^ . a^ . a^^ . a^'" , 



a, = m — nyi4-V* + yA(r4-f'*— fl-^^^^ 

a, = vi — n^l -f ë* — }^h{l^e^ — ^1 -f f^, 
A =K-\- K'a-\-K''a,-\-K'''aa,, A, = K-\- K'a.-^r K''a,'\- K"%,^n^, 

A,=iK-\-K'fr,-\- K'a -\-K'''aa,, A^ = K^K'a^-\-K"a,-\-K'"a,a^. 

Les quantités c^ //, f, m, «, A', K\ A'", K'" sont des nombres rationnels. 
}A\v\A de cette manière l'équation x^ -\-ax-\-b:=^0 n'est pas résoluble, 
tant que a et h sont des quantités . quelconques. J'ai trouvé de pareik thé*>- 
rèmes jK)ur les équations du 7^™®, IP"*, js^nw» ç^c. degré. 
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2. 

Pan^ le août 18'iH. 

Une piY^priété cjv^nérale des fonctioiiH dont la différentielle est algébrique, 
consiste en ce (jue la somme d'un nombre quplconqup, de fonctions peut être 
exprimée par un nombre déterminé des mêmes fonctions. Savoir: 

•^M •'^â? . - . a;^ sont des quantités quelexniques, Zj, 2j, .... 2, des fbnctioiLs 
algébriques de ces quantités, et v une fonction algébrkpie et logarithmique des 
mêmes quantités, n est un nombre déterminé indéj)endant de u. Si par 
exemple ip est uui^ fonction elliptique, on a, comme on sait, w.= 1. Si la 
fonction n'est paA elliptique, on xi^n connaît jusqu'à présent aucune propriété. 
(Jonune un des cas les plus remarquables je vais rapporter le suivant* 

p]n désisrnant la fonction 

(a -|- (i.r') . dx 



/. 



par ifx^ on a 

(1) y(x^) -|- y(a:,) 4- ç)(x,) = C — [y(y -}- <^( ?y ,)] , 

^19 ^ti ^8 étant trois quantités variables indépendantes, C une ccnistante et 
//lî //« ^^ deux racines de Téq nation 

Las quantités c, Cj, c^ sont déterminées par les trois équations linéaires: 

V 

c -\' c^x^-^ c^x\-\- xl=:ya-\- a^x^-^- a^ x\-\- • • • +J^S. 

Toute la théorie de la fonction if est comprise dans l'équation (1), car la 
propriété exprimée par cette équation détermine, comme on peut le démontrer, 
cette fonction cx^mplètement. 

34* 



V 
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3. 

Paris, le 4 d«'*ceinbro IS-2<». 



Quand on décrit une courbe AMBNy dont Téquiitiou est 



oîi 



x = AMj (f^ MAB, 
uloi-s l'arc A M est donné par Texprassîon suivante 



r dx 

J VI - .r^ 



et dépend par consé<)uent des fonctions elliptiques. 

Or j'ai trouvé qu'on peut toujours diviser la périphérie AMHN gAmié- 
triqueinent (c'est-à-dire par la règle et le compas) en n parties égale», quand 
V est un nombre premier de la fonne 2 " -|" ' » ou^quand 

w=r=2''(2-+l)(2-'+l). . .(2-^*^4- l), 

2*4"^? 2"''-(-l ®t^' étant das nombres premiers. 

Comme vous voyez, ce théorème est exactement le même que celui de 
GatJLSs pour le cercle. On peut de cette manière diviser la courl>e susdite* 
par exemple en 2, 3, 5, 17 etc. parties égales. Ma théorie des équations, 
combinée avec la théorie de« nombres, m'a conduit à ce théorème. J'aî 
lieu de croire que Gausa y a été porté aussi. 



4. 

Christiania, \o. ITi novembre 1)**iT. 



J'ai tix)uvé la somme de la série suivante 



sm 



a .... a' , . ^ a* 



a et if sont des quantités réelles quelconques. Elle peut s'exprimer par dt^ 
fonctions elliptiques. 
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5. 



Christiania, \o is nct/)))rc is^H. 



Tli^orhnes sur les ^qwtfions. 

A Soient «,, x,, . . . x, des quiintités inconnues quelconques et 
y(x,, j;, . . . x^) une fonction entière de ces quantités du deo^ ?«, n éunit 
un nombre premier quelconque; si Ton suppose entre i^i, ^s, . . . ^^-h les w 
équations suivantes: 

fp\Xi^j X^^ ... X^y Xjji=:=U, 

y(x3, iT^, . . . J^,, rr,, a:,) = 0, 



on en pourra généralement éliminer n — 1 quantités, et une quelconque x 
sera déterminée à l'aide d'une é(|uation du degi*é wi". Il est clair que le pre- 
mier membre de cette équation sera divisible par la fonction y(x, x^ x^ . . . x) 
qui est du degré m. On aura donc luie équation en x du degré m" — m. 

C^ela jx)sé, je dis que cette équation sera décomposable en équa- 

tions, chacune du degré w, et dont les coelïiciens sont détennînés à l'aide 
d'une . équation du degré . En supposant connues les racines de cette 

équation, les équations du degré n seront l'ésolubles algébriquement. 

Par exemple si l'on suppose n = 2, 7» = 3, on aura une équation en x 
du degré 3* — 3 = 6. Cette éqiiation du sixième degré sera résoluble algé- 
briquement, car eu vertu du théorème, on pourra la décomposer en trois 
écpiations du second degré. Pareillement si l'on cherche les valeurs inégales 
de a^i, X), x^ propres à satisfaire aux équations 

a + hoi^ -4- ex* a 4- bx^ + cj? î a + hx^ -\- ex\ 

on aura pour déterminer x,, ar,, x^ une équation du sixième degré, mais 
elle sera décomposable en deux équations du troisième degré, les coefticiens 
de ces é(|uat.ions étant détenninés par une équation du second degré. 
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B. Si trois racines d'une équation quelconque irréductible dont le degiié 
est un nombre premier, sont liées entre elles de sorte (|ue Tune de ces rtM-i- 
nes puisse être exprimée rationnellement par les deux autres, l'équation en 
(piestion sera toujours i^ésoluble à l'aide de radicaux. 

C. Si deux racines d'une équation irréductible dont le degré e^t un 
nombre premier, ont entre elles un rapport tel qu'on puisse exprimer une des 
deux l'acines rationnellement par l'autre, cette écpiation seni toujoui-s réscdiibUi 
à l'aide de radicaux. 
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LETTRE A LEGENDRE. 



Monsieur. La lettre que Vou8 avez bien voulu m'adresser en date du 
25 octobre m'a cause la plus vive joie. Je compte parmi les momens les 
plus heureux de nui vie celui oh j'ai vu mes essais mériter l'attention de 
l'un des plus grands géomètres de notre siècle. Cela a pointé au plus haut 
degré mon zèle pour mes études. Je les continuerai avec ardeur, mais si je 
suis assez heureux pour faire (juelques découvertes, je les attribuerai à Vous 
plutôt qu'à moi, car cerJ;ahiement je n'aurais rien fait sans avoir été guidé 
par Vos lumières. 

J'accepte avec reconnaissance l'exemplaire de Votre traité des fonctions 
elliptiques que Vous voulez bien m'offrir. 

Je m'empresserai de V^ous donner les éclairclssemens que Vous m'avez 
fait l'hoimeur de me demander. Loraque je dis (jue le nombre de transfor- 
mations différentes, coiTesjK)ndantes à un nombre premier. /f, est 6(n-|-I)? 
j'entends par cela qu'on peut trouver 6(n-|-l) valeurs différentes \mnv le 
module c', en supposant l'équation différentielle 

</y dit 

1/(1- y») (1 -c'«y *)""*• 1/(1— .^•«)(l-c^r«) ' 

et en mettsint |x>ur y une fonction ratiomielle de la forme: 
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C'e8t en effet ce qui a lieu ; mais parmi les valeurs de c il y eu aura w -f 1 
qui répondent à la fonnc suivante de y: 

^~ 1 + /y, > + 7i4 .«* + •••+ B„ i^"» ■ 

Ce .sont ces /* -j- 1 modules dont parle M. Ja<^ohL Ils .sont en effet racine.^ 
d'une même équation du degré w-j-1. (^es n-|-l valeurs étant supposées 
connues, il e*st facile d'avoir le^s h[n-\-\) autres. 

En effet, en désignant par t' un quelconque des modules, on aui-a en- 
core ceux-ci : 



\j^\c'j ' \\-^/e') ' u + y-cv ' Vi-y-./y 



auxquelles répondent les valeui-s suivantes de y\ 

, , 1 + l/c-' 1 ± //' l/c' 1 — \c' 1 ± y'ic I + V -- ^' 1 ±y V— V 

^^' 1— Vf' ' V^ific ' 1-f Vc' ' \^•y^Jc! ' \ — S-c' ' l+y'V—V ' 

1 — V- c' \±yi—c 

1 + y-c ' i+yv— V ' 

ce qu'il est facile de vérifier, en faisant la substitution dans réquatioii diffé- 
rentielle. 

Toutes les 6(n -f- 1) valeurs du module c' sont différentes entre elles, 

excepté p<nir quelques valeurs particulières de c. Dans ce qui précède, n est 

supposé impair et plus grand que l'unité. Si n est égal à deux, c aura 
encore 6(?? -f- 1) = 18 valeurs différentes. De ces 18 valeure il y aura six 
qui répondent à une valeur de y de la fwme: 

a-\- fhc* 

y—a' + b'x^'^ 

ce sont: / 



^' """ l+^J ' l + Vl — c» ' c + Vc^^l 



Il y en aura quatre qui répondent à une valeur de y de la forme y=: 



savoir : 



2^±r, l±c 



X 



''=-l±c' âyVc' y = (l±^)l±c.*«**'- 



Enfin jjour les huit autres mcxlules, y aura la Ibrme: 
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(Jcs huit modules seront 



.,_ (Vl±e±^±2_V±eY 

J'ai donné des développeiiieus plus éteudiLs sur cet objet dans un mé- 
moire imprimé dans le cahier 4 du tome III du journal de M. ( -relie*). 
Peut-être en aurez-vous déjà connaissance. 

Le^ fonctions elliptiques jouissent dune cei*taine pi'opriété bien remar- 
fjuable et (pie je cwis nouvelle. Si Ton fait pour abréger: 



/x = ± \l{l — x') (1 — c'x'), 

r. C fl-x fdx Cx^da 

rixzzz I G>X= I ,- , a>^fX= I - - , 

on aura toujoui"»: 

m^x,-]-œ^x^-\ -\-G>^x^=C'\-]), 

ou y> est une quantité algébrique, et 

si Ton suppose les variables x^^ x^ . , . x^ liées entre elles de manière à 
satisfaire à une é(juation de la forme: 

{M -irxy {l-x*){l-c*x*) = A{x*-x\)(x'-xl) . . . (x'-x^)', 

fx et ifx étant deux fonctions entières quelconques de V indéterminée Xy mais 
dont l'une est pairo^ l'autre impaire. (>ette propriété me paraît d autant plus 
remanjuable qu'elle appaii;iendra à toiite fonction transcendante 






en supposant (//x)* fonction entière quelconque de x*. J'en ai donné la dé- 
monstration dans im petit mémoire inséré dans le cahier 4 du tome III du 
journal de M. Crelle**). Vous verrez que rien n'est plus simple qiie d'établir 



***) T. I, p. 4'û de cette édition. 
*^t T. I, p. 444 de cette «'dition. 
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cette propriété générale. Elle m'a été fort utile ilaiis mes recherches sur les 
fonctions elliptîcjiies. En effet j'ai fondé sur elle toute la théorie de ces 
fonctions. Les cîrconstjinccs ne me permettent point de publier un ouvrage 
de (|uel(iue étendue (|ue j'ai composé depuis i)eu, car ici je ne trouverai per- 
sonne qui le fasse imprimer à ses fixais. Cv'est pourquoi j'en ai fait im ex- 
ti*ait, qui paraîtra dans le jounuil de M. Crelle*). La première partie, dans 
laquelle j'ai 'considéré les fonctions elliptiques en général, doit paraître dans 
le cahier prochain. Il me serait infiniment intéressant de savoir votre juge- 
ment sur ma méthode. Je me suis suitout attaché à dcmnef de la généralité 
à mes recherches. Je ne sais si j'ai pu y réussir. La seconde partie qui 
suivra iucessament la première, traitera principalement des fonctions avec des 
modules réels et moindres que l'unité. C'est surtout la fonction inverse de la 
première espèce qui est l'objet de mes recherches dans cette seconde partie. 
Cette fonction, dont j'ai démontré quelquëis-unes des propriétés les plus sim- 
ples dans mes recherches sur les fonctions elliptiques, est d'un usage infini dans 
la théorie des fonctions elliptiques en général. Elle facilite à un degré in- 
espéré la théorie de la transformation. Un premier essai sur cet objet e^ 
contenu dans le mémoire inséré dans le No. 138 du journal de M. Schu- 
macher**) j mais actuellement je puis rendre cette théorie beaucoup plus simple. 
La théorie des fonctions elliptiques m'a conduit à considérer deux nou- 
velles fonctions qui jouissent de plusieurs propriétés remarquables. Si ron fait 

y = i(:x), 

où 

•^"Jo V(l -5^^(1-^V) ' 

X(x) sera la fonction inverse de la première espèce. J'ai tmuvé qu'on peut 
développer cette fonction de la manière suivante: 

^-y^) — 1 -|_ B^ x^ -f Ih .r « + B4. ^» +". . . ' 

oh le numérateur et le dénominateur sont des séries fou/ours r^ynvergt^ihs 
quelles que soient les valeurs de la variable x et du module 0, réelles ou 
imaginaires. Les coeffîciens A^^ A^^ . . . B^^ j^,, ... sont des fonctions en- 
tières de c*. Si l'on pose 



'^) T. 1, p. .")1S de cotte édition. 
**i T. 1, p. 4U:i de cette cditîc.n. 
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fx=l-{-B,x*-{-BsX*-] . 

oh (px et fx mnt les deux fonctions en (|ue8tiou, elles auront la propriété 
exprimée par les deux écpiations: 

v(* + y) • ffi^' —y) = {w ■/!/)' — (<f!/ -.M' ; 
/(^ + y) • /(« —y) = (A -/yf — c*{<px. <py)\ 

m 

X et y étant des cjuantites quelconques. On pourra représenter ces fonctions 
(le beaucoup de manières. Tar exemple on a: 

Jx J^ j =i4f>"'\sîna-(l~2cos2.r.7*+</*)(l-2cos2«.</*+</)(l-2cos2ir.^+y") . . . , 
Jx '^\^A'e-'^'{e' — r-'){l—p^e^') (1 — p' e"^') (1 — ;>V*') (1 — i//^"*') . . . , 
fix ^]-~---ne"''{l^—2vm2x.q-^q'){l—2coi^2x.(j'-\-q') ... , 
jix '^\ = ir,^^''\l —pe *')(! -j[>f'«')(l —p\'--''){l -p'e'') ... , 



où i4, A\ Bj Ji\ a, a' sont des quantités indépendantes de x^ q = e 



— TT 
M» 



jà = f* ^ ; et t> enfin sont les fondions romplèfes coiTespondantes aux 

modules h=^l — c* et c. 

Outre les fonctions elliptiques, il y a deux autres branches de lanalyse 
dont je me suis beaucoup occupé, savoir la théorie de l'intégration des for- 
mules différentielles algébriques et la théorie des é(]uations. A l'aide d'une 
méthode particulière j'ai trouvé beaucoup de résultats nouveaux, qui surtout 
jouissent d'une très grande généralité. Je suis parti du problème suivant de 
la théorie de l'iiitégration : 

"Etant proposé un nombre quelconque d'intégi'ales fydxy fy^dx^ fy^^ 
etc., où y, y^, y^, . . . sont des fonctions algébriques quelconques de x, trouver 
toutes les relations possibles entre elles qui soient exprimables par des fonc- 
tions algébriques et logarithmiques". 

J'ai tnmvé d'al)ord qu'une relation quelconque doit avoir la forme sui- 
vante : 

Ajydx-\-A^fy^dx-{-A^fy^dx-\ =u-{-B^\ogv^-^B^\ogv^-\- 

35* 
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oîi Aj Ai^ A^j . . . Bij B^^ , . . etc. sont des constantes, et ?/, ??, , r,, . . . 
des fonctions algébriques de x. Ce théorème facilite extrêmement la solution 
du problème; mais le plus important est le suivant: 

"Si une intégrale fydx^ oh y est lié à x par luie équation algébrique 

quelconque, peut être exprimée d'une manière quelconque expUdiemeni ou 
implicitement à Taide de fonctioiLs algébriques et logarithmiques, on pouiTu 
toujours supposer: 

/y^=«^4-^ilogî^i+^2logt;,+ • . . -fi4„log?;„, 

où ili, il,, ... sont des constantes, et w, v^^ y,» • • • ^«i ^^^ fondions ra- 
tionnelles de X et y". 

P. ex. si V = ^ , où r et R sont des fonctions rationnelles, on aura 

est intégrable 

/-=,Viê+.,..^(^;+J-;|f)+...o«(;;+-^;^)+... . ' 

OÙ Pj p^', 2^9 1 •'•?!» î»5 • • • ^^^* ^^ fonctions rationnelles de x. 

J'ai réduit de cette manière au plus petit nombre possible les fonctions 
transcendantes contenues dans l'expression: 

-- j 

VR 

où M est une fonction entière, et r une fonction ratioimelle. J'ai découvert 
de même des propriétés générales de ces fonctions. Savoir: 

Soient Poi Pi^ Piy •••i^m-i ^^s fonctions efitières quelconques d'une 
quantité indéterminée x, et regardons les coefticiens des puissances de x dans 
ces fonctions comme des variables. Soient de même a*, a \ a*, ... «"^ les 
racines de l'équation a"'=l, m étant premier ou non, et faisons: 



/: 



1 s m— 1 



(Jela posé, en formant le produit: 

11 • " • M 1 ' ' ' J 

V sera comme vous voyez une fonction entière de x. Maintenant si l'on 
désigne par Xj, a-^, . . . x^ les racines de l'équation F=0, la fonction 
transcendante 
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/(h 
(.r _ a) 11^ 



oîi < 1 , et a une quantité quelconque, aura la jjropriété suivante : 

V'(^i) + «/<^OH Vni^.) 

fi'" 

C étant une constante, et 

les valeurs que prendront respectivement les fonctions 

en écrivant simplement a au lieu de x. 

Uien n'est plus facile que la démonstration de (*e théorème. Je la don- 
nerai dans un de mes mémoires prochains dans le journal de M. Crelle. Un 
c()n)llaire bien remarquable du théorème précédent est le suivant. 

, où r est une fonction quelc/<mque entière de 
fi- 



X, dont le degré est moindre que r — 1, où y est le degré de li^ la 
fonction <D(x) est telle que 

©(-c,) -]- €D{x^) -}-••• -f- (^{^^) = cx^nst. 
Si par exemple w==2, n=l, r = 4, cm aura r==l, donc 

(/'est le ctis des fonctions elliptiques de la première espèce. 

Les belles applications que vous avez données des fonctions elliptiques à 
rintégration des fonnules différentielles, m'ont engagé à considérer un pn>- 
blême très général à cet égard, savoir: 

Trouver s'il est j)08sible d'exprimer une intégrale de la forme fydxy 

où y est une fonction algébrique quelconque, par des fonctions algébriques, 
logarithmiques et eJUptiquen de la manière suivante: 

I y dx = fonat, algéb. de (r, logv, , logî;^, log??,, . . . //,z,, A/^2», A/jZ^, . . .), 
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*^M ^'«j "s? • • • ^M ^fy ^sj • • • étant des fonctions algébnques de x le.s plus 
génénUes possibles, et //, , //,, T/,, etc. désignant des fonctions elliptiques 
quelconques en nombre fini. J'ai fait le premier, pas vei^s la solution de c^ 
problème, en démontrant le théorème suivant: 

"S'il est possible d'exprimer hjdx comme on vient de le dire, cm pourra 

toujours d(mner à son expression la forme suivante: 

oîi /, ^ , 's, . • . yi) y«7 //a, . . . «ont toutes des fonctions raiiormeUes de / 
et y; mais en conservant à la fonction y toute sa généralité, j'ai été arrêta 
là par des difficultés qui sur|)assent mes forces et que je ne vaincnû jamais. 
Je me suis donc contenté de quelques cas particuliers, surtout de celui oîi // 

est de la forme --^ , r et H étant deux fonctions ratioimelles quelconques 
de jr. Cela est déjà trè,s général. J'ai recunnui (|u'on pourra mettre l'iiité- 

r dr 



gralej 



Vit 



sous cette tomie: 



/;î=^v^+-"«(;-!r:)+--(:::!f^)+- 



* • • 



+ B, n^y,) + B, rr,(y,) + B, /7,0a) + 



où toutes les quantités y,, y^, y,, . , . ^>, y/, p"^ . , , sont des fonctions raiiou- 
nelles de la variable a*". 

J'ai démontré ce théorème dans le méînoire sur les fonctions elliptiijues 
qui va être imprimé dans le journal de M. Crefle*). Il m'a été exti-ênieraent 
utile pour donner la généralité la plus grande possible à la théorie de la 
transformation. Ainsi j'ai non seulement comparé entre elles deux fonctions, 
mais un nombre quelconque de fonctions. Je suis cx)nduit à ce résultat 
remarquable : 

8i l'on a entre un nombre quelconque de fonctions elliptiques des ti-ois 
espèiîes avec les modules r, r\ e" ^ r'", . . . une relation quelconque de la 
forme: 



') T. I, p. :A^ de cette édition. 
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oîi Xj, jc^j j^3, ...•«?„ sont des variables liées entre elles par un nombi'e 
(jnelconque d'équations algébriques, et v une expi^ession algébrique et logarith- 
mique: les modules c\ r", r/'\ . . . doivent être tels qu'on puisse satisfaire 
aux équations: 



(Lv , (iy « (Lk 



a —- zzza - . . _ . = etc. 

V(l - a,-i)(l_<-«;r*) y(l— a-'«)(l— c'*.r'*) V(l — u-''*) (1 — c"*^''*) 

en mettant pour x\ ir'\ x'", . . . des fonctions raiionnelles de a:; a\ a", . . . 
étaiit des constantes. Ce théorème réduit la théorie générale des fbn(*.tions 
elliptiques à celle de la transformation d'une fonciion en une autre. 

Ne soyez pas fâché, Monsieur, que j'aie osé vous présenter encore une 
fois (jnelques-unes de mes découvertes. Si vous me permettez de vous écrire, 
je désireniis bien vous en c^Hunmniquer un bon nombre d'autres, tant sur les 
fonctions elliptiques et les fonctions plus générales, que sur la théorie des 
écjuations algébriques. J'ai été assez heureux pour trouver une règle sûre à 
l'aide de lacjuelle on pourra reconnaître si une équation <iuelconque pi^oposée 
est résoluble à l'aide de radicaux ou non. Un corollaire de nm théorie fait 
voir que généralement il est imponfitble de i-ésoudre les écjuatioiis supérieures 
au quatrième degré. 

Agréez etc. 

Chmliania, le 2.*» novembre \H2K 

Il me tarde beaucoup de connaîti*e Touvrage de M. Jacohf, Il doit s'y 
trouver des choses merveilleuses. ('eii;aînemeiit M. Jacobi va peHectionner 
à un degré inespéré non seulement la théorie des fonctions elliptiques, mais 
encore les mathématiques en général. Je l'estime on ne peut plus. 
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APERÇU DES MANUSCRITS D'ABEL CONSERVÉS JUSQU'A PRÉSENT. 



Après la publication des "Oeuvres complètes" Holmlfoe resta propriëtaire des manu- 
scrits laisses par Abel. En 1850 sa maison tut ravagée d'un incendie; c'est à cet accident 
qu'il i'aut attribuer la perte d'un grand nombre de manuscrits d'où Holmboe a tiré la 
plus grande partie de son second volume. Ce qui nous reste consiste en cinq livres 
manuscrits et quelques feuilles, que nous allons énumérer en indiquant sommairement le 
contenu. 

A. In-iblio de 202 pages, portant la marque d'un magasin de Paris; sur la pre- 
mière page on trouve le titre: ^Mémoires de matiiéinatiqiies par N, IL Aber avec la 
date: ^ Paris le % août 1826". 

Pages 3 — 57 contiennent une ébauche du mémoire présenté par Abel k l'Académie 
des Sciences de Paris; p. 53 et 54 on trouve un morceau intitulé: "§ 11. Sur Pinte- 

proie j --€ ^ ^* =y; CG qui fait présumer qu'Abel a pensé un moment à don- 

ner k son mémoire un onzième paragraphe sur la permutation du paramètre et de 
l'argument 

Pages 63 — 74 traitent encore de la permutation du paramètre et de l'argument; 
pour la plupart il n'est question que de cas spéciaux. 11 est remarquable qu'Abel sup- 
pose p. 63 que la variable de l'intégrale passe par une suite de valeurs imaginaires : en 
faisant 

il considère l'intégrale 



f. 



1^ (f{t) + K— i . Oiit) — Fia) ^V—l, Fy{a) 

to et <i étant des quantités réelles. 

36* 
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Pages 75 — 79 on trouve une suite de calculs sous le titre ^Sur nne eai^èce ^tartî- 



XV 

1 — 



culière de fatirtiofis entières v^es du dévelopfyeineid de la fcnictiofi e ^~^ suivatU les jmt.^- 

sances de t>". 



En faisant 

XV 



1 — r 

Abel trouve 



e ^—"zz^q^^x.v^ 



, , iwCin — 1) rr* mim. — 1) («• — 2) a* , 

^"* '2 2 2.3 2.3' 



X— 1 



±w :.-o -— 7 — .: + 



2 . 3 ... (w — 1) 2 . 3 ... m 

En multipliant l'équation 

XV xu 

(1— »)(!—«) -tf" 7» 

de part et d'autre par e-'dr, et intégrant de azzO k xzzoo^ il trouve 

d'où il conclut que Fintégrale 

est égale k l'unité si mi=n, mais nulle si nfi^n. En faisant 

.r^ = -4oyoA* + -^1^1*+ • • • + ^fi^fi*^' 
il trouve 

iXfi + 1) A/i + 1) 



^, = (-1)-. 



r(m +1) 7X^ — TO + 1) 



Pages 80 — 100 sont remplies de calculs sur des intégrales dont les variables passent 
par des valeurs imaginaires ; p. 100 Abel écrit l'équation 

et en déduit les suivantes 

c/*j> d'^p ^ d^q d^q 

dx^ ~ dy^ ' dx^^"" ~dy* ' 

Ces pages ainsi que la page 63, dont nous avons parlé plus haut, indiquent sans doute 
qu'Abel s'est occupé du "Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites 
imaginaires*', de Caitchy. 

Pages 102 — 115 traitent de la résolution des équations par radicaux. 

Pages 117 — 118 contiennent une ébauche du mémoire XIII du 1*' tome. 

Pages 119 — 121 traitent de la transformation des intégrales elliptiques. Voici le 
commencement : 
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•SUR LA TRANSFORMATION OR l.*INTKORALR 






« — c'r - a « ir — f *r 



Am/î 



1 — /î«y«= — '^ — , 1— «*y*i= 

<Kj^)=(i-cV)(i-''V«)=-^'-'"''-y'--'"^ 

dy «rfr — rdè __^| ylrfx ^Jac 

V^yy ~ ?»•«(« — c«rj(; — 7«7) "" ^ f/(rTlV»«aï«)(l— n'a:*) "" f^/^ 

r.9 (« — c* r) (« — «* r) =z » * (1 — w* j**) (1 — w* .r *) 

V dx 

r^vlil—m^x^), «— c«r = <J 

«z=i?J(l — n* a*), 8 — e*r=:t\j 
sdr — rd8z=i(c^r-\-tl)dr — r(c*dr-\'2t^dtJ^t^(t^dr — 2rdl^) 

sdr — rdszzt^t^v^v^ BznBv oh B fonction entière 

B est ccnstatde''. 
Le reste traite de la transformation des intégrales de la seconde espèce. 

Piiges 124 — 127 traitent de la convergence des séries, pages 129 — 133 des équa- 
tions abéliennes. Page 135 on trouve notés les résultats d'Abel sur la division de la 
lemniscate. 

Presque tout le reste du livre est rempli de calculs par lesquels Abel paraît avoir 
préparé la rédaction de ses "Recherches sur les fonctions elliptiques"; il s'agit principale- 
ment de tout ce qui est nécessaire pour arriver k la résolution des équations traitées dans 
le mémoire mentionné, surtout de l'équation dont dépend la division de la lemniscate; on 
n'y trouve rien sur les développemens en séries. D'ailleurs en écrivant ces pages Abel 
s'occupa aussi d'autres fonctions elliptiques singulières: on y trouve mentionné l'intégrale 

/ —r-^ — r j le module c = ( -^^ — J et l'équation w' = m a> + ^ ^ V« • *• 

En somme le livre A traite précisément des choses qui d'après les lettres d'Abel 
l'occupèrent pendant son séjour k Paris. Probablement il fut rempli pendant l'hiver 
1826—1827. 
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B. In-folio de 178 pages; en le comparant, dans les archives, à des r^istres delà 
même époque, on a pu constater qu'il est fait par un relieur de Christiania. 

Pages 3 — 11 contiennent le commencement d'un mémoire intitulé ^ Péoeloppemeni 
de (cos^r)** et (sin a;)** en séries^, dont le but est indiqué par la phrase suivante: 
^TJ objet de ce mémoire est de trouver la somme des séries connues: 

cos mo! -\- m cos (m — 2) ^ -j —- — cos (m — 4) ^ + • • • ' 

sin mûs -\- m sin (w — 2) ar -| -^ — sin (m — 4) a* -f- • • • > 

sans aucune considération de quantités imaginaires; m et œ sont supposés d'être réelles". 

La méthode est celle des "Recherches sur la série l-\-- ^ x-\- *""*"" — a* -\- . . .". 

Pages 13 — 38. Ebauche du mémoire XXV du premier tome. 

Pages 47 — 81 contiennent une suite de notices sur les séries infinies dont nous 
avons donné un extrait t II, mém. XVI. Pages 47 — 50 on trouve k la marge une 
ébauche du mémoire XVIII du premier tome, qui fait voir qu'Abel eut primitivement 
le dessein d'y insérer une suite de théorèmes sur la convergence des séries. Nous 
croyons qu'en y renonçant il se proposait d'y revenir plus tard dans un mémoire plus 
développé. 

Pages 85 — 178 Abel fait l'ébauche d'un traité en allemand des fonctions elliptiques. 
Les vingt premières pages seulement ont reçu une rédaction un peu complète; le contenu 
en est k peu près celui du "Précis d'une théorie des fonctions eUiptiques'! chap. I, II et IV. 
Le reste n'est pour la plupart que des calculs sans texte. Page 107 — 120 Âbel con- 
sidère l'intégrale 



/ 



^ y(l __ ^8«i ^ï) (1 _ c^ ^2«.- ^.ï) ' 

ayant séparé la partie réelle de l'imaginaire, il les discute dans plusieurs cas différens; 
mais nous n'avons pu saisir aucun résultat de quelque importance. 

Depuis la page 125 il est question de la fonction XS] surtout la théorie des trans- 
formations rationnelles est étudiée d'une manière très complète p. 125 — 163. 

Pages 164 — 178 traitent des cas où le module est transformé en lui même. Abel fait 

a 10= ju cj + l' w', 
U) et w' étant les périodes, a le multiplicateur; il en conclut 



2,= ^-;[f,-fi' + Vit,-^'y + iw'], 



« = H/* + j"' + Vif - M')* +4.'»''], 

Plus bas il prend pour exemples les modules i(2-(-y3), y2 — 1. 
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C. In-folio de 215 pages, qui porte la marque d'un relieur de Christiania; il est 
écrit en français. 

Pa^ea 2 — 12 traitent de la transformation des intégrales elliptiques de la seconde 
et de la troisième espèce. (Test une continuation de la dernière partie du livre B. 

Pages 14 — 56 traitent presque excluaivoment des é»quatîons algébriques Jusqu'à la 
page 28 il s'agit de la résolution des équations par radicaux en général. Le reste con- 
siste pour la plupart de calculs sur la division en sept parties égales des })ériodes de la 
fonction elliptique X6 définie par les équations 



i 



Vi + zV^x-' + x* 



C'est Tune des fonctions mentionnées dans la dernière partie du livre B. Pages 51, 52 
on trouve ,une ébauche de l'introduction et une table des matières du mémoire XXV du 
premier tome. Il faut croire que ces deux pages furent écrites vers la fin du mois de 
mars 1828. 

Pages 64 — 83 contiennent le morceau intitulé "Mémoire sur les fonctions transcen- 
dantes de la forme fydj:^ où y est une fonction algébrique de ic'y que nous avons im- 
primé t II, p. 206—216. 

Pages 88 — 107 sont remplies de calculs qui paraissent être faits pendant la rédac- 
tion du mémoire XIX du premier tome, "Solution d'un problème général" etc. 

Pages 128 — 164 contiennent le "Mémoire sur la résolution algébrique 'des équa- 
tions", imprimé au second tome. 

Le reste du livre contient des calculs concernant les fonctions elliptiques, qui 
semblent faites k l'occasion des derniers travaux d'Abel, surtout du "Précis d'une théorie 
etc." II 7 a aussi quelques calculs sur les équations différentielles qui sont satisfaites par 
les périodes des fonctions elliptiques, et de plus Fébauche de» la lettre a Legerulre qu'on 
trouve t. II, p. 271—279. 

Les livres B et C embrassent le temps depuis le retour d'Abel en Norvège au mois 
de mai 1827 jusqu'à sa dernière maladie, qui survint en janvier 1829; le premier parait 
être terminé et le second entamé a peu près au commencement de Tannée 1828. 



D. Cahier in-quarto de 136 pages, écrit en français. La première page porte le 
titre "^ Remarques sur divers points île V analyse par N. //. Abel, 7"" cahier** ^ et la date "fe 
// sept 1H27\ 

Pages 5, 6 on trouve indiqué le théorème suivant: Toute fonction algébrique déter- 
minée par une équation du degré m satisfait a une équation différentielle linéaire de 
Tordre m — 1. Page 66 contient un calcul par lequel Abel détermine la forme de la 
racine d'une équation abélienne dont le degi'é est un nombre premier donné, et dont les 
coefficiens sont des nombres rationnels. I^ reste du cahier est rempli de calculs sur les 
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séries infinies, les équations abélienncs et les intégrales dont les variables passent par des 
valeurs imacçinaires. Il paraît écrit en même temps que le livre B. 

E. Cahier in-quarto de 192 pages écrit en norvégien. Il contient ce qui paraît 
être des extraits de traités de mathématiques lus par Abel étant encore élève du gym- 
nase de Christiania. Ce sont pour la plupart des développemens en séries, mais on y 
trouve aussi d'autres choses, par exemple la résolution des équations binômes au moyen 
des fonctions trigonométriques, celle des équations du troisième et du quatrième degré. 
Le cahier paraît être fini déjà en 1820. 



Des feuilles libres la partie la plus intéressante consiste de dix morceaux qui trai- 
tent des fonctions elliptiques, en conservant la première notation d'Abel: ya,'/cr, Fa. 
Ce sont des feuilles in-octavo d'un papier mince, ou des fragmens de telles feuilles, 
remplies d'une écriture serrée; elles semblent faites pour être envoyées par la poste. 
Voici leur contenu 

N** 1 contient le commencement d'un mémoire intitulé: Recherches sur les foncUofus 
elliptiques. Second mémoire. 

N°* 2, 3 traitent des relations qui ont lieu entre les quantités w -- \^ ^ » 

N" 4 — 8 sont des fragmens d'une théorie de la transformation moins générale que 
celle de la "Solution d'un problème général etc."; les deux périodes w et ai 
• sont divisées chacune par un nombre différent 
N° 9 traite de la résolution de l'équation de division des périodes. 
N** 10 le théorème d'Abel appliqué à la fonction y a. 

Nous avons imprimé les n"" 1, 2, 9 sous le titre "Fragmens sur les fonctions ellip- 
tiques''; le n"" 3 ne contient que les dernières lignes d'un paragraphe et le commencemeut 
du suivant; n* 10 a conservé la place qu'il avait dans l'édition de Ildmboe (Démonstra- 
tion de quelques formules elliptiques). 

Des autres feuilles nous avons publié deux, t. I, p. 609. Une feuille est peut-être 
un fragment d'un mémoire qu'Abel présenta en 1824 au Sénat Académique de l'Univer- 
sité de Christiania; il y traite de l'intégration des différentielles de la forme — - au 

moyen des fonctions algébriques, logarithmiques et exponentielles. Le reste offre moins 
d'intérêt; il y en a des feuilles d'ont nous n'avons pu deviner le sens. 



De ces manuscrits le cahier D appartient à M. Bjerkmes, et le cahier E k M. Brodu 
Les autres appartiennent k la bibliothèque de l'Université de Christiania, qui possède en 
outre onze lettres d'Abel k Hdmboe et deux lettres de Orelle k Abel. La seconde des 
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deux lettres quAbel a adressées à Ijegemlre est aussi conservée; elle appartient maiutc^ 
nant k M. Weier^rasa. 

Il existe bien quelques autres lettres d'Âbel, mais excepte une lettre k Hcavsteen^ 
elles ne contiennent rien d'un intérêt scientifique. 

L'Académie Royale des Sciences de Berlin possède les manuscrits qui ont servi k 
l'impression des cinq mémoires d'Abel qui furent publiés dans le quatrième tome du 
Journal de Crelle (t. I, mém. XXIV — XXVIU de la pn^sente édition), et k celle des 
extraits des lettres d'Abel qui se trouvent dans le cinquième tome. Ce sont des copies 
des originaux d'Abel (jue Crelle a fait prendre, et sur lesquelles il a tait un grand nom- 
bre de corrections, sans doute sur la demande d'Abel, qui n'était pas sûr de son iran- 
çAis. Ces corrections se distinguent aisément de l'écriture du copiste. Dans les notes 
suivantes, quand nous aurons k parler de ces copies, nous les nommerons simplement les 
copies de Crelle, 
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NOTES AUX MÉMOIKES DU TOME I. 



Le mémoire I fut publié en norvégien dans le Magasin des Sciences naturelles, 
tome I; fascicule 1, Christiania 1823. 

Le mémoire II fut publié en norvégien dans le Magasin des Sciences naturelles, 
tome II, fascicules 1 et 2. Dans ledition de IJotmIfoe les numéros 1 et 4 ont été sup- 
primés, le premier, sans doute, parce que le même problème a été traité depuis par Abel 
(t. 1, mém. IX.) 

Page 11, ligne 16. Au lieu de AM=:ti on lit dans le Magasin KM:=ziSj ce qui 
est en contradiction avec l'équation: 

iU-=. — • 

h 

Cette inexactitude est corrigée vers la fin du numéro (p. 18 ligne 8) par la phrase: "/er 
point le plan bas est fixt^\ que nous avons supprimée, en effectuant la correction. 

(3omme Ta remarqué M. Bertrand (Annali di matematica pura ed applicata^ série 1, 
t. 1), les fonnules du numéro 2 sont inexactes, l'intégrale double qui exprimerait 

(f{x -\- Il y — 1 ) + T'Gv — y y — 1 ) étant évidemment nulle. Au sujet du numéro 3 
M. Bertrand fait une observation historique: que Texpression des nombres de Bemmdli 
était déjà trouvée en 1814 (Mémoires des Savants étrangers t 1, p. 736, an. 1827), et 
que la formule qui exprime ^tfx appai'tient k Pla,rui (Mémoires de Turin t 25, 1820). 

Sylow. 

Mémoire III. En 1821, avant de quitter le gymnase, Abel crut un moment avoir 
trouv(î la résolution par radica.ux de Féquation générale de cinquième degré, et chercha 
même a faire présenter par Fintermédiaire de Hanateen un mémoire sur ce sujet k la 
Société Royale des Sciences de Copenhague. Mais quand on lui demanda une déduction 
plus détaillée et l'application à un exemple numérique, il découvrit lui même Ferreur 
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qu'il avait coniinise. Loin de se rebuter ii se proposa de trouver cette résolution ou 
d'en dëmonti*er l'impossibilité. Le mémoire III l'ut rédigé en tran^^ais, et Abei le fit im- 
primer a ses fixais. 

Si/low, 

Ije mémoire IV lut publié en norvégien dans le Magasin des Sciences naturelles^ 
tome III; fascicule 2, Christiania 1825. 

Jiu^ 34, ligne 10. La formule (1) uest pas généralement juste. Aussi les for- 
mules trouvées dans le mémoire ne valent quen des cas particuliers. 

Page 35, ligne 12. Après cette ligne Uolmlnu* avait intercalé dans son édition la 
phrase suivante: 

*^ Maifitetiutit mi tire fie VAqwitUm (1) eu ini^prmkt 

I (p»r .iLr=. Il e^' d.r fv dv -=. / ^•'* ."^ dv ; 
di/ièC 

2'qr^.rrr I (fjrd^r — | (f,r -f- 2 / " ^.^^ I e^^ fv . sin vt </r.'* 

Pticfe 39, ligne 6, Dans son édition Udmltoe avait ajouté a la fin du mémoire le 
morceau suivant que nous reproduisons, parce qu'il est peut être tiré d'un manuscrit d'AbeK 

^(ht fM*nf aitsHt jutr ce qui jn*Md4* froH\H*-r la valeur de la sfrie 

(f a — y(a + 1 ) + q{a + 2) — (f{a + 3) + • • • • 
Eu effets eu weitauf (f(2,r) au liexi de q,Ty et |a ati lù^i de «, on offtiendra 

<r^ + y{« + 2) + y<a + 4) H 



= 1 / (f *'e d.r 4- l (f a — 2 I --, 



«/a «/ '■ 

«l4me 



2 ya -I- 2 y<f/ -f 2) + 2 y(a + 4) -^ 

Eu retrauehaiit V^quatiim (6) ile eeiie vipMtum^ ou oiMewlra^ Unden v/'duetnmH faiien : 
(fa — if{a + 1) + (f{a -f 2) - </<« + 3) + ... 



1 o /'" *^ 



fia + I > — 1 ) — y«" — / y — 1 » 



SoU jHtr e,reiuj>le q .r zz. mt aura 



9fla + < F'— 1 ) — y«« — < >'— 1 » __ t 

2>'-i -""a'-i-** 

tlottc 

i_i,i 1, =^4-2/^- **- 

a a+l^a + t « 4- 3 "^ 2« "^ 7 r«« -f r«) (^ " - ^- '0 

37* 
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et en faisafd a = 1 , 

Voyez au reste le mëmoire II, n" 4 (tome I, p. 25). 



Lie. 



/> mAwoire Wy inséré en norvégien dans les Mémoires de la Société Royale Nor- 
végienne des Sciences, tome II, Throndhjem 1824 — 1827, n'a pas été imprimé dans 
l'édition de HdmlKipj comme il dit lui-même, parce que les résultats en sont contenus 
dans deax mémoires posthumes, t. II, p. 43 — 54 de notre édition. 

i/' "1"/ / ^^^^ ^^^ remplacé par 

iiï^^ -f î/'/' ) , de sorte que la valeur correcte de (f{pp') devient 

TU'; /' i— 2 3 (- ^^/_|.2) + 2.3...(p-|-p'+ 1) 

Nous n'avons pas corrigé cette faute, qui affecte plusieurs des formules suivantes, parce 
qu'il aurait fallu refaire entièrement le» formules de l'article /, p. 51 — 52. 

JJe. 

Le mémoire VI, rédigé en français par Abel, fut traduit en allemand par (Jrelie et 
inséré dans le Journal de Crelle, tome I, fascicule 1, qui fut publié k ce qu'il paraît au 
mois de février ou mars 1826. 

Le mémoire VII fut écrit pendant le séjour d'Abel en Allemagne en 1825; il était 
rédigé en français, mais en l'insérant dans le premier cahier de son Journal, (Jrelle le 
traduisit en allemand. La publication eut lieu dans les premiei*s mois de l'an 1826. 

Page 67, lignes 24 — 29. Voici le texte du Journal de CVelh»: 

Werm /(.^'', .r", . . . ) mid (p{ir' ./•", . . . ) zicei (jaiêze Fnfirtmtnt nhid, so itf kJar, tLiss 
(lei* QiuïUeid 

if(x*^ as", . . . ) 

ein Jteiiomlerer Fcdl dn* ReHulUite d4*i' drei ei'st/m Operaiionen iaty tceJcJie ratiotiaJe F^tttctiimett 
gef^eti. Man kann aJso élue rationale Fum^m aJs dos Re/fidiM d/er WmlerhcAuihg dies^r Ofe- 
ration hetradUen. 

Ce passage est sans doute le résultat d'une inadvertance du traducteur. Ce qu^a 
voulu dire Abel nous paraît si évident que nous avons cru devoir corriger le texta 

Ihge ' 72. La proposition qui termine le § I a été critiquée par HamilUm (Trans- 
actions of the R. Irish Acad. Vol. XVIII, Part II, p. 248, Dublin 1839) et par M. /T^^*- 
f>erger (Mathematische Annalen herausgegeben von Clehsch und Neumarni, Bd. I, p 168, 
Leipzig 1870). En effet, si la fonction algébrique r est primitivement de l'ordre /i, elle 
. sera après la transformation généralement de Tordre /u -f- 1 et du degré 1. M. K(hdç^ 
ffcrger ajoute avec raison que cela n'infirme pas les conclusions suivantes. 
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Baçe 83. Un autre point que IJamiltoti trouve obscur est la dc^raonstration du tbc^ 
orème de la page 83. Il iaut avouer qu'elle aurait pu être plus courte et plus claire; 
mais quant k la rigueur elle est ii Fabri de toute objection sérieuse. Le seul point qu'on 
pourrait révoquer en doute serait les équations t?, + *'i = V^i t ^t~\^^B^ fl^'^i ®^- i*o\xv 
les justifier, il suilit de faire voir qu'il existe une substitution den cinq quantités qui 
transforme r, en r^ , en remplaçant .r^ par une autre lettre .r^. Or dans le cas con- 
traire il faudrait que chaque substitution qui change r, en v^ laisse .r, k sa place, mais 
on se convaincra aisément que dans cette supposition le nombre de valeurs de v, serait 
un nombre pair. La même chose aurait encore lieu, si la fonction ^.r, était symétrique 
par rapport aux cinq quantités ^, , ^, . • . ^^ . 

Pape 87. L'article du Bulletin de FArimnar que nous avons placé après le mémoire 
nVtst pas signé, mais Âbel s'en est déclaré auteur dans une lettre k llolmftoe (voyez 
t 11, p. 260). L'article fut suivi de quelques lignes du rédacteur, Scdgey] les voici: 

^Note du rédxjuifur, Djins un Mémoire sur CiMoltihilké des êq^uitijûns cdg^triqmê gAnA^ 
^ralea (fun degré mipArieur au quatrième (^Sociét^ lialierme des Scietices tome 9) et dans sa 
" Théorie gfyiÂTdle dex AffiuUums (ihùL)^ liuffitùj géomètre italien, mort il y a quelques 
''années, a démontré la proposition qui fait le sujet de cet article; un second mémoire 
"du même auteur sur ristsotuhiiU^ des AquntUms alg^hriques gAt^rales d^un tlegrA supArleur 
^(tu (fuifrième, sok olgAhriquemetity soit ttwie via$dh*e transcendante^ se trouve dans les Mé- 
" moires de l'Instit nat. italien, t. 1, part. 2. Ce dernier mémoire avait été lu le 22 
•'novenib. 1805. Dans les AlAmoires de r/nstàtd imp. et roy, de Milan, tome 1, un autre 
"auteur fait voir que l'impossibilité de la résolution de l'équation générale du cinquième 
"degré est contradictoire avec une proposition que nous ne pouvons rapporter ici, ou du 
"moins il demande la solution d'une difficulté qui n'avait pas ét6 prévue. M. Cauclii/ a 
"revu la démonstration de Ruffini, et.il en a tait un rapport favorable k C Académie des 
^scieneesy il y a quelques années. D'autres géomètres avouent n'avoir pas compris cette 
"démonstration, et il y en a qui ont fait la i*emarque très-juste que Ruffini eu prouvant 
"trop, pourrait n'avoir rien prouvé d'une manière satisfaisante; en effet, on ne conçoit pas 
"comment une équation du cinquième degré, par exemple, n'admettrait pas de racines 
'^fransreyulafites, qui équivalent k des «^ries infinies de termes algébriques, puisqu'on dé- 
" montre que toute équation de degré impair a nécessairement une racine quelœnque, 
"M. AMy au moyen d'une analyse plus profonde, vient de prouver que de telles racines 
"ne peuvent exister algébriquement; mais il n'a pas résolu négativement la question de 
"l'existence des racines transcendantes. Nous recommandons cette question aux géomè- 
"tres qui en ont fait une étiule spéciale". 

Le point faible du raisonnement de Ruffim, c'est qu'il suppose, sans démonstration, 
que les radicaux qui concourent k la résolution de I'équati<m sexpriment rationnellement 
par les racines. Ce défaut de son raisonnement, ou plutôt un défaut analogue, a con- 
tribué k prfMluire le résultat faux dont parle Saigey; il y a d'ailleurs aussi d'autres ob- 
j(?ctîons k faire k cette partie de s<»s travaux, au reste si pleins de mérite. 

Sylùw, 
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Ijes Mémoires VIII, IX et X rédigés en français lurent publiés en traduction alle- 
mande dan» le deuxième fascicule du premier tome du Journal de Creiie. La publica- 
tion eut lieu a ce quHl paraît en juin 1826. 

La formule développé dans le mémoire X est un cas spck^ial d'une fonuule donnée 
antérieurement par Cauchy dans ses Exercices de Mathématiques, 11^* livraison, pa^ ;)3 
équation (36). 

Lie. 

I^ mémoire XI rédigé en français fut publié en traduction allemande dans le Journal 
de (Jrelle tome I, fascicule 2. La publication eut lieu k ce qu'il paraît en juin 1820. 

Page 133, lignes 7 — 9. Voici le texte du Journal de Crelle: 

_ ±1 

A'm + h — û /*«— 1- 

Dos Xeiclieii -\- muss petiommen tcerdeu, wenft n ge^rade isty ntul das Zeiclten — , \ceini a 
uncfe7*ad£ ifft. 

Pape 141, ligne 6 — 7 en remontant. Voici le texte du journal de ('relie: 
Wenn man XâJUer^ uiui Nemter des DiffereiÛMls mît .r multij}liriii. 

Lf'e 

AUiiioire XII. Dans le Recueil des Savants Etrangei's le mémoii'e est suivi d'une 
note de Lihri que nous reproduisons: 

"L'Académie m'ayant fait l'honneur de me charger de surveiller l'impression de ce 
•^Mémoire, je me suis appliqué k comger, autant que possible, les fautes d'impression. 
"Cependant, n'ayant pas le manuscrit sous les yeux au moment où je livrais les épreuves, 
"je ne saurais me flatter d'avoir toujoui's réussi. Il m'a semblé que dans certains endroit< 
"(notamment dans les conséquences et les développement»* numériques tirés de l'inégalité 
"103), il y avait quelques inexactitudes de calcul: mais je ne me suis pas cru autoris*' 
"k rien changer dans ce beau travail. J'ai donc obtenu de l'Académie la permission 
"d'insérer ici cette note, que je ne saurais teiminer sans exprimer encore une fois mon 
"admiration pour l'illustre géomètre de Christiania, dont la science déploi'era toujours la 
"fin prématurée". 

Il nous a paru très désirable de pouvoir ' coUationner le mémoire imprimé avin? 
l'original, et M. Lie obtint en 1874 de l'Académie des Sciences de Paris la pennission 
de consulter le manuscrit d'Abel; mais il fiit constaté dans les archives de rAcadéniie, 
que le manuscrit ne s'y est pas trouvé après l'impression du mémoire. Quant k la 
remarque de lAhri, nous renvoyons aux notes suivantes. 

Pages 153, 154. Les formules (23) doivent être interprétées de la manière suivante: 
Les lettres li\j /î^, . . . /î« désignent les valeurs de .r qui annulent l'une ou l'autre (le> 
fonctions Foa', /s^; les exposans jUi, ^2, . . .jU,,, m^, wig, . . .»/»« ^^^^ donc nuls ou 
positifs; ensuite /ti, Ag, . . .ka désignent aussi des nombres nuls ou positif?*, mais on 
suppose que kx^fi i -\- wi y ki:^^^-\- m^, . ; . ^a ^jU„ -(-;«„ . En posant 
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/,« . FnX OiX 

on a donc opéré uno réduction quelconque de la première i'raction, sans toutefois sup- 
poser que la seconde soit irréductible, (^e dernier point résulte de la remarque faite 
p. 160: '^on peut faire la même supposition dans tous les cas". 

P(ipei< 156 — 159. La détermination des coefficîens Ai A^ ..,Ay souffre dune 
incorrection qui influe sur une grande partie des formules suivantes. En effet, on trouve 



4 _[(x---jifJi^x-] _r d {x-fi)'',R^xl 

""L o,x ji^^fir '^•'-^-L^ o,x 'J(x^,^,' 



. . . ^ 1 ^_ „ 






(x^/î) 



tandis qu'Abel écrit 



fy—i 



Il y a deux manières dHnterpréter ces formules. D'abord on peut regarder (i 
connue un symbole qui désigne successivement cliacune des quantités ^i ^^ , , . ^a't c'est 
ce qui est le plus naturel, mais dans ce cas la différentiation par rapport k x ne peut 
être remplacée par une différentiation par rapport k /!i^, k moins qu'on nait le soin de 
regarder les coefficiens de la fonction R^jr comme constans lors même qu'ils contiennent les 
quantités (iif[i^y.-.[ia- Si au contraire on regarde (i comme une quantité entièrement 
indéterminée, qu on n'égale aux constantes fii, ^i^y ... (i^ qu'après la différentiation, 

cet inconvénient est écarté, mais alors il faudra remplacer 8^^Kc par I^v-^-l) - *-* » 

{x — /9) 

c'est-a-dire qu'on fera 

pour ii=iii, ë^![^x = r(v, + 1) (,c — fi,y^ (x ^fi,y>,,. (x - ^aY- , 
pour /^=/^,, ei{x)^r{vt+\){x — [i,y^{x - (i,,y....(j:—(i„ya 

etc. 

11 est k peine nécessaire d'ajouter qu'avec la première interprétation Iw formules 
finales s<;ront correctes, si les fonctions /j(j*, y) et dy sont indépendantes des quantités 

/^l 7 /^2 ; ' ' • fia' 

Il paraît qu'Abel a mêlé les deux manières de voir, car dans la formule (34) il 

remplace la lettre [i par jî, et dans la suite du mémoire il emploie tour k tour x et fi. 

Pour écrire les formules d'une manière correcte, le plus commode serait peut-être 

X 

de représenter la fonction * ^ par ime nouvelle lettre, par exemple en posant 

&,x=(x~-fi,y^(x-fi,y^. . . (x--fi, ,yi-i(a:-fii^,y^-^'.. . (x-fi„y» ; 

on aura alors, en regardant fi comme une indéterminée, qu'on remplace après la différen- 
tiation par fil f fit, ' fia, 
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*" (9i« . ^"x ^ Ty rf^»'-ï V >/9 '^ {x — ^JFx ) ' 

Par Ik on aura, au lieu des formules (33) et (34), les suivantes: 
ou bien ^ 

(.T = /t?i , /^2 , . . . /!]?„). 

Au lieu des équations (38) et (39) on aura donc 

/,x.x'y 6 ^ / ' 

Il nous paraît superflu de répéter ces remarques pour les formules plus spéciales 
qui se trouvent en grand nombre dans la suite du mémoire. 

Fage 161, lignes 13 — 16. Le texte du Recueil des Savants Étrangers est: 

"Or, en observant que ces quantités a, a', a", . . . sont tovJtes arbitraires^ il eM dair 

■fi \ 
*^que la fonction ^ - /^ log^y développée suivant les puissances descendantes de x, onattra 

**la formule suivante : 

iîloga?=:^ A A 

C'est évidemment une faute d'écriture, ou d'Abel ou de Libri. 

Fage 162, lignes 1 — 6 en remontant. On peut justifier cette assertion par le raisonne- 
ment suivant, qui coïncide avec celui dont M. Elliot a fait usage dans son mémoire sur 
les intégrales abéliennes (Annales scientifiques de FEcole Normale supérieure, année 1876, 
p. 404-406): 

Si les inégalités (52) niaient pas lieu, il faudrait que, dans le développement do 
/i(^; y) suivant les puissances descendantes de a?, les termes les plus élevés se détruisissent 
Soit f^{iC^ y)z=L^Ax''yQy et considérons les termes Ax^yQ et les valeurs, de y pour 
lesquelleei la différence 

/<^*'ye)-(AzV-l) 

est maximum. Adoptons les notations employées par Abel aux paragraphes 5 et 7, seu- 
lement en désignant par y.- une quelconque des valeurs 



et soient 
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(«) A-^'VÎ + A, .r" // + ...+ A^x'-'y<'.- 

les tenues eu question, ordonnés suivant les puissances descendantes de y^. Cela posé; 
il faudrait en premier lieu que la valeur de 

A(.*'Ï5,f>)-(A/y,-l) 
n'augmentât pas en remplaf;ant ^i par t^i i ou par y.+i. Or, puisque 

Az>.- — * X><+ 1 = (n — *i — 1) (ai — Gi^ i), 

A Z'^i -i — A Z'y .' = (»* — *« -1 — 1) («'i- I — ^i)} 
cela donne pour çj les limites suivantes: 

Qj^n — ki^l, 

donc on aurait 

Kn second lieu il faudrait que le polynôme (a) s annulât en faisant yiz^aix*^. On 
aurait donc dabord 

P\ } Pi y • • Pr ^tant des nombres entiers et positifs, et puis 

Cette équation devrait être satisfaite par les n,-^. valeurs de a;, qui par hypothèse sont 
toutes distinctes, de sorte que p^ serait au moins égal à n,-, c'est-à-Klire qu'on aurait 

W faudrait donc que 

Qzzn — ki..i—\y 

Qy-zin — ki — 1. 
On en tire 

/.(ar'-yf") - (Ax'y,- 1) = A(;r'''y^J - (Ax>,+ i - 1). 
La fonction /|(^, y) contiendrait donc aussi les n^^i termes: 

qui se détruisent en faisant y,+i = a<+i jr'''+*, et où ^V' = « — ^î+i — !• En continuant 
ce raisonnement on parviendrait k un dernier groupe de termes: 

qui devraient se détruire dans la supposition de y = a,x^', et où Ion aurait 

On aurait donc une équation en a, du degré tie/u^— 1, qui serait satisfaite par les 
n^lA^ valeurs différentes de a,, ce qui est absurde. 

Tome U. 38 
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Pages 166, 167. En cherchant le nombre /:?', Abci ne parle pas des cas où ' , + 1 

est égal ou supérieur a m'/i'. Mais si Ion examine ces cas, on verra que la valeur 
trouvée de fi' est correcte toutes les t'ois que la ibnction cherchée ./i(««?, y) existe réelle- 
ment. Si elle n'existe pas, Téquation ;fy=:0 est, ou linéaire en .f, ou de la forme 

Fage 169, lignes 9, 10 en remontant: ^ Alors la formule dont il s'agit cesse (T avoir 
lieu". Abel a voulu dire que si Fequatiou r = a des racines constantes, Téquation (43), 
dont il est parti, cesse d avoir lieu, ,et doit être remplacée par la formule (40); il se pro- 
pose de démontrer que la formule (59) a toujours lieu, pourvu seulement que la fonction 

, reste finie pour .i; = /:?i, ^^y .../?„. 

Page 173, ligne 16. En écrivant lequation 

Abel suppose que la fonction q^ ne soit pas nulle; le cas où l'on voudrait omettre quel- 
ques-unes des puissances de y n'est donc pas traité. 

Page 179, lignes 2—4. On lit dans les Mémoires présentés par divers Savante: 
^cest-à-^ire entre n — 1 — ^^"*^ et n — 1 — ^<"• + l); il e^st clair que le second memltre de ceff4f 
équation sera toujours positif si m^d-\-\.y et toujours négatif si rn^ô — 1" 

Ce sont évidemment des fautes d'impression ou d'écriture 

Page 179, inégalités (103). Lihri a remarqué qu'il y a quelques inexactitudes dans 
les conséquences tirées des inégalités (103). En effet, il ne sufiit pas que le nombre fi^ 
y satisfasse; il faut en outre que la quantité 

(qs — Q^^i) [Os <ra -f (1 — 8s) os^i] 

soit un nombre entier, condition qu'il n'est pas toujours possible de remplir jx>ur des 
valeurs données de çs et QS+i • Mais on voit aisément qu'en prenant pour ^m les 
valeurs les plus grandes possibles, savoir ç«=:n — 1 — k^^-^^ on peut faire /^^ =: 1 ; de 
même, si l'on prend ç,„ = ?/ - A-^"" , on peut faire ^,^=0. 

lieiitarques sur les nomhres y et ft — o. 

En détenninant au cinquième pai*agraphe le nombre y y Abel n'a ou qu'a calculer 

, a-, y tx ^ indépendantes les unes des autres, qui 

conservent des valeurs finies pour une valeur infinie de jt. Donc, si la courbe repré- 
sentée par l'équation jr^ = n'a pas de point multiple dans le fini, si les points multiples 
situés a l'infini sont compatibles avec les équations (50), c'est-k-dire si la courbe a seu- 
lement deux points multiples situés k l'infini sur les axes des coordonnées, si de plus les 
développemens des diverses valeurs de i/ suivant les .puissances descendantes de jr se 
distinguent par leurs premiers termes, le nombre y est celui que Rientann a depuis dé- 
signé par p (Journal f d. reine u. angew. Math. t. 54). 
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Au septième paragraphe au contraire, où il cherche la valeur du nombre ju — a, 
Abel a dû avoir égard aux singularités que puisse présenter la courbe pour des valeurs 
finies de œ. Il suppose en effet que le nombre des équations de condition k satisfaire 
pour que la fonction entière r soit divisible par le polynôme indépendant des paramètres 
FqXj soit égal k IiFqx — A, Dans le calcul de |u — a il ne fait plus expressément les 
mêmes suppositions sur les développemens des valeurs de y; mais ayant trouvé d'abord 
|u — a=:y — A (104), il ajoute que dans certains cas spéciaux on peut réduire le degré 
de la fonction r de A' unités, en établissant entre les paramètres un nombre A' — B 
d'équations de condition, et que dans ces cas la valeur minimum de /u — a sera 
y -A — B, Cela arrive évidemment quand deux ou plusieurs valeurs de y, dévelop- 
pées suivant les puissances descendantes de jr, commencent par un même terme. On 
peut donc dire que dans l'équation (107^ 

ff — a-=iy — A — B, 

la lettre A désigne la réduction que subit la valeur minimum de ju — a par la présence 
de singularités situées dans le fini, tandis que — B désigne la correction qu'il faut ajouter 
k la valeur trouvée de / (62), dans le cas où deux ou plusieurs valeurs de y ne se 
distiflguent pas par les premiers termes de leurs développement suivant les puissances 
descendantes, de ^. 

En somme Abel a complètement déterminé la valeur mininmm qu'on peut ordinaire- 
ment donner au nombre |u — a pour une équation fondamentale x^ = d'un degré 
donné, dont les coefficîens sont des polynômes entiers de x de degrés donnés; il a indi- 
qué seulement la réduction quelle peut subir pour des valeurs spéciales des coefficiens 
de ces polynômes. 

Mais la portée de la formule (62) est beaucoup plus grande : elle suffit pour trouver 
la valeur du nombre A dans un cas très étendu. En effet, si Ton suppose qu'il n'y ait 
pas de points multiples situés k l'infini sur l'axe des y, l'ordre de la courbe sera n ou 
n-|- 1. Admettons qu'il soit n (l'autre cas donnera le même résultat par un raisonne- 
ment semblable), et que par suite m<'>^jM^''>, et faisons, pour avoir la valeur de y 
dans le cas où il n'y a aucune singularité, €=1, 7/*'=;i'=l, n zzn^ nous aurons 

(n-l)(n — 2) 

On aura évidemment la même valeur, si l'on fait m<'^ = /i<'>= 1, et qu'on remplace 
ensuite n^'> par n<*'>/i^^>, donc 

+ 

M) JO 
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ce qui est d'ailleurs facile k vérifier. Doilc si Ton désigne par J la réduction du nom 
bre /i — a causée par un point multiple situé k Finfini sur Taxe des .r, on a 



J-W{p! — m') ' ~ + n V^ + n">'" -j \- n^'^fi^^^ — 



2 
»"(/<"'— 1) 



+ 

formule qui a lieu toutes les fois que les divers développemens de ^ se 
distinguent par leurs premiers termes. Si m' zz ix* zz \ , les n' valeurs correspon- 
dantes de y n'appartiennent pas au point considéré, mais dans ce cas les termes con- 
tenant m% fi% n' disparaissent. • On peut donc admettre que les nombres w^*">, u^*\ 7*"' 
n'ont rapport qu'aux valeurs que prend y dans le voisinage du point singulier. On on 
déduit par une transformation la formule analogue pour un point singulier k l'origine 
des coordonnées: 

(h) J=nW I "'^' ~ ^ + ny + W"ii*'* H Yn^^^^i^^\ _ î^V^zil 



+ 



+ n(o,.(.)*-^y'>-i nC^V'>-i) 



2 2 

Ici —^ désigne l'exposant de x dans le premier terme du développement d'une 



valeur de y suivant les puissances ascendantes de j?^ et l'on a 



m M M Ht 






• • • 



Page 183 — 185. Dans la détermination numérique de <9i, ô^, ^3 il s'est glissé 
quelques fautes • de calcul, indiquées dans la note de TMrri. En redressant ces fautes, 
qui influent sur presque toutes les valeurs numériques du reste du paragraphe, il est 
devenu nécessaire de supprimer la phrase suivante: "^Tm. fonct-lon q^ junit être (1r Irm 
degrés dijfArenU d, ^+1, <9+2" qui se trouvait après les mots "om d est le d4»Qré (// lu 
fonction q^^ au bas de la page 184. D'après le calcul d'Abel toutes les fonctions 7 
seraient de degrés complètement dëterminés, hormis seulement q^ . 

Pape 188, équation (122). Abel dit que les fonctions ri, rj, . . r^ ne doivent pas 
avoir de facteurs égaux. Mais puisqu'il dit page 200 que la valeur trouvée (172) de 
fÂ — a est la plus petite possible, il faut croire qu'il suppose encore la décomposition telle 
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qu'il nV ait pas de facteur commun à deux de ces fonctions. Ce nW que dans cette 
supposition que Téquation (172) donne réellement la valeur minimum de /i — a, comme 
il est aisé de voir . par une discussion de la formule. 

Page 191, équation (141) Pour utiliser la singularité que présente la fonction y 
pour les valeurs de a qui annulent le polynôme r^ , Abel veut rendre tous les termes de 

la fonction &t/ divisibles par une puissance de r., " . £n dësipaant cette puissance par 

r^ ^ * > y *awt pour cela que j.t soit divisible par r,, " " . L'exposant 

^^ — E devant être un nombre nul ou positif, il faut que 



* n 



Cest la seule condition a imposer au nombre B^S l'équation (141) n'est pas en vérité 
nécessaire, quoique Abel en ait fait usage a la page 197 (ligne 12). £n effet, si en cal- 
culant a (pages 196, 197), on substitue pour d„, ©-f ^w, i + • • • +d«,, «-i la valeur équi- 
valente : 

et qu'on élimine les quantités d«, ^ [équation (168)] par l'équation (142), on trouve la 
formule (171) sans avoir recours à la relation 






# 

issue de (141). 

Page 193 équations (153) et page 197 équation (170). En désignant par * la 
plus petite des fractions £«, r? l'équation (146) fait voir que By est divisible par 

r^, "• * . Donc si Ton veut que tid.» + o„ soit l'exposant de la plus grande puis- 
sance de r« qui divise le polynôme r, ce qui est exigé par les équations (153), il faut 
que ^m ^it nul; en d'autres termes, il faut que a» soit divisible par le plus grand fac- 
teur commun aux nombres jUm et n. 

Pape 20(), lignes 12— 15. Abel dit que la valeur de fi — a, donnée par la formule 
(172), est la plus petite possible. On peut vérifier l'exactitude de cette assertion au 
moyen de la formule CA) page 300. 

Un a en effet le cas où le nombre B est nécessairement nul, et où la formule dont 
nous parlons est applicable. Pour avoir le nombre J pour une valeur de x qui annule 
le facteur r,», il faut faille €=1, m'^i^J, /a'zzn^, nz=,k^j d'où il résulte: 

Kn faisant la sonnne d('s nombres J pour toutes les valeurs de .r qui annulent la fonc- 
tion //, on obtient 
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n — » 1 

I J=- — - (^iAri + /<sArj-| \- ft^^v) 

D autre part on a par la formule (139) 

Donc 

y — 2J = ^ — a= g hn+ ^ Ar^H \ ^ A^c 2" + ^' 

ce qui est Fëquation (172). 

Fage 201, ligne 11 — 20. Puisque h ~'-^ est un nombre entier, il est évident 

M 

que ç>.i' n'est pas généralement du degré zéro, mais cette circonstance n infirme pas les 
conclusions suivantes. 

JPûLges 203 — 208. Nous avons changé les a désignant dans les Mémoires présen- 
tés les coefficiens du polynôme t'o^' en des a, pour les distinguer des a désignant les 
coefficiens de y^; en outre nous avons redressé quelques fautes insignifiantes d'écriture 
ou d'impression. 

Le mémoire XIII, qui ne se trouve pas dans l'édition ie JJolmboe^ fut publié en jan- 
vier 1827 dans les Annales de Mathématiques pures et appliquées de Gergonne, tome XVIL 

Le tnémoire XIV fut inséré dans la quatrième livraison du Journal de Crellf. 
laquelle parut au mois de février ou de mars 1827, comme nous l'apprend une lettre 
d'Abel k Ildmhoe (voyez t. II, p. 262). Il fut rédigé en français pendant l'hiver 1825- 
1826 et puis traduit en allemand par Crelle, 

Page 223. La démonstration du théorème IV a été trouvée difficile k comprendre 
(Voyez Journal de mathématiques pures et appliquées publié par Joseph IJauviUe^ année 
1862, p. 253), mais elle nous semble tout k fait rigoureuse. En effet on peut prendre 
m assez grand pour que p soit numériquement moindre que \ e; cela fait, si Ton déter- 
mine fi de sorte que la valeur absolue de (fa — y(a — fi) soit moindre que -Je, celle de 
fa — f(a — fi)j ou de 

fpa — (p(a— fi) + ,/,(«) — !/<« — /?) 

devient moindre que e, c désignant une quantité donnée, aussi petite qu'on voudra. 

Il est même possible que la rédaction originale d'Abel (lignes 11 — 14 en remontant) 
ait été la suivante: 

" Chi pourra do^tc prendre m lunez grand jxmr qnon aù^ pour fotiie f^eur de a ^o^^^ 
^oti inférieure à d. 
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Façi* 224. La dëraonBtration- du thëorème V a un point faible. En effet il ne 
suffit pa» que ipje^iio, il tant encore quon ait i/i(.r — fi)^io] or il est possible que la 
valeur de m qui satisfait à cette condition soit dépendante de fi, et qu'elle dépasse tout 
nombre donné k mesure que (i converge vers zéro; si cela a lieu, on ne peut admettre 
la supposition de 

q>a: — q{x — /î) =: ai, 

puisque la forme de la fonction ç) dépend de (i. 

Toutefois le théorème subsiste pourvu que le terme général p^d"", pour toutes 
valeurs de x depuis x — ■ y jusqu'à ,r -|- x", reste moindre qu'une même quantité posi- 
tive iV, indépendante de w*. Dans ce cas, en effet, les valeurs absolues de ï/m* et de 

(s) 

ilf(x — fi) sont moindres que M ; on peut donc prendre m assez grand pour quon 

ait 

ï/Mr<i6, tp(x — (i)<ie: 

Maintenant m est un nombre déterminé, on peut donc prendre fi assez petit pour que 

q(a:) — q{x^fi)<\ey 
ce qui entraîne 

f(x) — f(x^fi)<€. 

Plus tard Abel a senti rinsufBsance de sa démonstration, car il y est revenu dans 
un de ses livres manuscrits, voyez t II, p. 201. M. Ptiul du BoU-'Repnond a généralisé 
le théorème, et Ta muni d'une démonstration rigoureuse (Mathematische Ânnalen t. IV, 
p. 135). 

Page 225. Le théorème VI est dû k Caiichyj mais la forme nouvelle qu'il a reçue 
page 226 appartient k Abel. 

Piige 231, lignes 2 et 3: '*'E/ti effet, (Taprh le théorhne V, p et q saut ^ùleinmefd 
c/4'ii fofutùms continues'*, (^ette conclusion reste légitime malgré la restriction a laquelle il 
faut soumettre le théorème V. En effet, s'il s'agit de démontrer que p et q sont des 
fonctions continues de k et k' pour des valeurs données de ces variables et pour ime 
valeur donnée de o, moindre que Tunité, prenons trois nombres |)ositif8 q, r, s, tels quon 
ait, sans égard aux signes, 

a<Q<ly r>k, ë>k\ 

et remplaçons a, k, k' respectivement par ç, — r, s. En désignant par d^', A^' les 
valeurs de d^, k^^ ainsi obtenues, nous aurons 

àfA* >df^j et par suite Â^'>Jl^. 
Or, la série 
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étant convergente, il est possible de choisir un nombre M plus grand que tout terme de 
cette série; on a donc k plus forte raison 

Af>l^Qf* cos &^t 

pour toute valeur de ;i, et pour toutes les valeurs de k et k', numériquement moindres 
que r et « ; cela étant, le théorème est applicable. De la même maniera on peut justi- 
fier remploi du théorème V p. 236, 237. 

Hiffe 233, ligne 13. Nous avons conservé la formule 

i/<)k, k' + /') = 2m/r + ^/<^, k') + r/<0, /') 

intercalée par Hdmifoe. 

Page 239, lignes 6—8 en remontant. Le texte du Journal de Crelle est le suivant: 

"/^« dem Erule wollen wir drei Faite tmterëcheùlen : weiin kzn — 1 m<, oiier zwUchen 
" — 1 nnd — oo liegt; werin k zœiacheîi ttnd + oc liefft, uiul wetm k zwùscheri mut 
" — 1 eiiiçeschloësen ist'\ 

Cette rédaction, qui laisse incertain auquel des cas il faut compter la valeur k •=.(), 
doit être attribuée k une inadvertance, ou d'Abel, ou peut-être de son traducteur. Nous 
avons cru devoir corriger le texte, mais par une faute d'impression, qui malheureusement 
est restée inaperçue pendant la correction des épreuves, les mots intercalés, "égal k zéro 
ou", ont été placés k tort. Lisez: 

"-4 cet effet il favl distifiçuer troia caa: Iwnqtu! k e«t égal à — 1, ou icoviprU entre 
" — 1 et — c»; lorsque k est compris etdre et -|- c», et lorsqtw k est égal à zéro ou coi/t" 
^^jyris entre et — 1". 

Page 240 première ligne, les mots ^^égal ou' sont intercalés par nous. 

Page 242, ligne 6 en remontant. Nous avons intercalé les mots: ^*égale à zthv 

ou\ De même page 243 ligne 12, où nous avons en outre changé sin ^ en cos ^~ • 

Page 245, ligne 9. Nous avons supprimé la parenthèse (aircosy, bzz sin (p) qui 
se trouve dans le Journal de Crelle après Téquation Va*-|-6*=1. 

Page 247, lignes 10 — 13. C'est par inadvertance, sans doute, qu Abel cite le théo- 
rème II pour prouver la convergence des séries (34). Vraisemblablement il s'est servi 
du théorème III; en effet, puisqu'on a 

COS îïifp — COS (rn -(- 1) y +••• i ^^8 (''* + 'ï) y = - ^^ — -*'-T_- - -. - 1 _ L _■ ^ . 

expression dont la valeur numérique ne peut surpasser celle de — — , on conclut d'a- 
près le théorème III que la valeur numérique des n -|- 1 termes 

11 1 * 

^ cos m q> — ^^^ cos(m + 1) ^ H ± :^^ cos(?n + n)y 

est moindre que celle de l'expression j— . Donc la première série (34) est conver- 
gente, si Ton n'a pas <jp = (2ju+ 1)7C. 
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Face 250, lignes 1, 2. Voici le texte du Journal de Crellf: 

*^J)iese Aundvilcke geltert fur jedea Werth von x^ wenn m positiv Ut Ijiegt m swischen 
"^1 und (j, ao muès vian 1) nitter d^'u WiTtlien vcni x in den Formeln (1), (2), (5), (6), 

"r/Â^ Wert/w x:=z2ç7t — '- und xzz2Q7r-\- ' , 2) m ilefi Fomt^ln (3), (4), (7), (8), die 

" Wertlie x = 2ç/7 umi x zi (2q -\- 1) zr ausitehiiketi. 

'^In jeti^m anderen Ftille siml die in Rede ste/iendett ReUien convergent". 

Sylow. 

Ije mémoire XV fut publié le 5 juillet 1827; vraisemblablement il fut écrit avant 
le retour d'Abel en Norvège, c'est-k-dire avant le mois de mai de la même année. Il 
était rédigé en irançais et fut traduit en allemand par Crelle, 

Mémoire XVI. La première partie contenant les sept premiers paragraphes fiit 
publié le 20 septembre 1827 dans le second cahier du second tome du Journal de 
Crelle; la seconde partie qu'Abel fit parvenir à Crelle sous la date du 12 février 1828, 
fut publié le 26 mai 1828. 

Déjà en 1823, Abel avait considéré la fonction inverse des transcendantes ellipti- 
ques (voy. tom. II, p. 254). Dans une lettre datée Vienne, le 16 avril 1826, il dit: 
'^ Quand je aérai venu a Faria, ce qui aura lieu en juillet ou en août à peuprèny je cotnmencenù 
à fracailler furieiiHement, à lire et à 4t*rire. Alvi*^ je rédigerai mett Intégrales^ nia ThArrie 
des fonctions elliptiques ete!^ De ses lettres (T. Il, p. 261, 262, 268), ainsi que des manu- 
scrits qu'il a laiss(»s (T. II, p. 285), on peut voir que pendant son séjour k Paris et a 
Berlin a la fin de 1826 et au commencement de 1827, il s'est occupé de la théorie des 
fonctions elliptiques. Comme on le voit, dans ses manuscrits il est question aussi de la 
théorie de la transformation. Comme Abel parle a plusieurs reprises, dans ses lettres 
de cette époque a Holnd^oe et k Crelle^ do la divi.^ion de la lemniscate, on peut regarder 
comme assuré qu'il ne l'a trouvée qu'a Paris. Abel lui-même a dît a IlolmUw. "que déjk 
lors de son séjour k Paris eu 1826, il avait achevé le plus impoi'tant de ce qu'il a 
exposé depuis sur ces fonctions etc." (Magasin Av» Sciences Naturelles, tome IX, Chri- 
stiania 1828- -1829). Dans la préface de son édition des Oeuvres d'Abel, publiée en 
1839, Holnihoe cite le« paroles d'Abel un peu différeunnent: **Abel me dit que lors de 
son séjour k Paris en 1826 il avait déjk achevé la partie ess(»ntielle des principes qu'il 
avançait dans la suite sur ces fonctions etc." Probablement c'est la version la plus an- 
cienne qui est la plus fidèle. 

J^age 265, ligne 3 en remontant. Plus bas (p. 314, lipie 11, 12 en remontant) 
Abel s'exprime d'une manière moins décisive sur le inéme sujet. Voyez au reste p. 527, 
ligne 4. 

Fage 294, ligne 9. Plus bas (voyez les formules 234, 236, 247, 254) Abel démon- 
tre qu<' la fonction (p^fi est elle-même une fonction elliptique de ji et des nouveaux 
modules c, , e^. Le symbole fjp, nous semble même choisi pour indiquer l'analogie 
qui existe entre les deux fonctions rpft et if^ft» Nous ne croycms donc pas qu'Abel ait 
pdi^ô par '^le médium des transfornmtions" sans le s()uj)Ç()nuer (voyez Annales de l'Ecole 

Tome IL 39 
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Normale année 1869, p. 154, ou Journal iur die reine und angewandte Mathematik, 
tome 80, p. 247, Correspondance mathématique entre Legaulre et Jacoffi). 

Page 306. Entre les formules (92) et (93), les lettres ?« et f4 sont confondues 
plusieurs fois dans le journal de Crelle et aussi dans l'édition de Ilolinlpoe. 

Page 314, ligne 11 en remontant. Comme on le voit, Abel parle déjà dans la 
première partie de son mémoire de modules singuliers.. Dans la seconde partie f§ X, 
p. 377) il s'occupe d'une classe étendue de tels modules, qu'il trouve par la théorie de 
la transformation. 

Pivge 323 et suiv. I^a méthode dont se sert Abel pour déduire les expressions dos 
fonctions (fa, fa et Fa en séries et en produits infinis ne nous semble pas satisfaisante 
dans tous ses détails. 

Page 333, ligne 2. Nous avons intercalé le passage: 

Effi vertu (le l' équation (131) le aecwui membre prend la forme stdvante 



+Wi':'W^-m+A^-::-:.)] 



+ 1+ : f- f . (- ')■ w + ■ iVr' )+.'•(''-" r+r ■■ )] ■ 

Page 352, ligne 13 en remontant. Abel a en vue le mémoire XXV, où cependant 
l'application aux fonctions elliptiques ne fut pas faite. 

Page 356, ligne 8 en remontant. Entre le morceau qui finit par: *^Donc efrJ' et le 
morceau suivant qui commence par : " Touten le» racitwH'^ nous avons supprimé avec 
IMmlpoe le passage suivant qui se trouve dans le journal de (JrelU: 

^Cela /wné: ftoit q plnJi gi'and que — — 1 (=: f — 1) e1 faisons 

Page 366, ligne 8. Nous avons intercalé les mots: ^liam fa formule (235)". 

Page 372, lignes 5 — 7. Ces deux phrasas sont incorrectes ou du moins incorrecte- 
ment formulées. Le degré de l'équation dont il s'agit j>eut être déduit de l'expression 
de l'ordre du groupe linéaire de substitutions a deux indices (voyez le Traité des Sub- 
stitutions par M. C. Jordatij p. 95). 

Page 373, Ugne 1. Hdmboe a intercalé les mots: "a^ entier^. 

Page 379, ligne 7 en remontant. Hdmltoe a intercalé l'équation 
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aZZ ; r 



que nouB avons gardée. 

Page 383, lignen 10 — 13 en remontant. Voyez page 426, ligne 8 et page 526, 
lignes 4 — 5 en remontant Lie. 

Ije mémoire XVII, rédigé en français, fut publié en traduction allemande le 12 jan- 
vier 1828 dans le journal de Crelky tome II, fascicule 4. 

Pdge 396, ligne 1 1. Pour démontrer d'une manière plus satisfaisante que la fonction 
/ déterminée par l'équation (14) satisfait vl l'équation de condition, introduisons dans 

l'équation identique fi^zzfr^ la valeur /;= //v*'^8 ' ^^^^^ ^® (l'*)- ^^'^ donne 



/.,=/e"7-)- 



(Jr cette équation doit subsister identiquement pour chaque valeur de la quantité /#y, 
donc aussi eu faisant 

/ '/ — > 

ce qui donne 

a ""'V a a' ) 

c'est-k-dire l'équation de condition cherchée. Jéie, 

Jje mémoire XVIII fut publié le 25 mars 1828 dans le journal de Crelle^ tome III, 
fascicule 1. 

/• vèéwoire XIX fut publié au mois de juin 1828. 

Pcufe 404, lignes 2 — 5. Pour la réduction des transformations algéjbriques aux 
transformations rationnelles voyez Précis d'une théorie des foncticms elliptiques chap. II 
(t. I, pages 545—557). 

Page 417. Nous avons ajouté aux seconds membres des fonnules (47) le facteur 

(— Ij", parce que et sont définis comme les valeurs de ,y pour 6=. - et - • 

Pagei< 420, 421. Dans la formule (56) nous avons rétabli le facteur ^ , omis 

par Abel ; par conséquent la valeur de 1 — r* g* et les seconds membres des équations 
(59), (60), (61) différent des expressions correspondantes des Astr. Nachr. par des fac- 
teurs constans. 

Pape 42 1 . On ne peut supposer que 1 — e*i/* s annule pour .r =r il ^ que 

dans le cas où le degré de la transformation est un nombre impairement pair. Si par 

exemple ^ ( ^ + ^ ) ^^ A ( 6 -f eu -}- ^ ) est une des racines, on aura (f '- — - = ± y '** 

39* 



^ ' 
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j __ fi 
de sorte qu'on aura 1 — cj y* z= pour œ:=,X ~ - - . Pour avoir des formules généra- 

m 

les on supposera que X{6-\-^) fasse partie d'un cycle de racines d'ordre 2^, mais qu'il 
ne soit contenu dans aucun cycle d'ordre 2*'+^. Les racines seront représentées par les 
expressions 

Ke + pa), l(e + pe + a,), l(e + pB-a,), 
où 



p = 0, 1, 2, ... 2* 
qiz 1, 2, , . . m 



l, i(e + 2^e) = xe. 



a* fi 

Le degré de l'équation p-qy=zQ sera par conséquent 2''(2m+l). Cela posé 1* ^j^^t 

sera un carré parfait; on peut donc supposer que 1 — e\y^ s'annule pour Bz=l^^^ * 
Les équations (62) subsisteront avec la seule modification qu'on aura 

, ta — e 

On aura de plus y f - J = 0, ce qui permet de' décomposer le numérateur de la fonc- 
tion q)6 en facteurs linéaires, en se servant de la formule (56). 

Page 422, lignes 3 — 6. Voici le texte des Astr. Nachr. : 

(fS^iXe + X(e + ai) + 1(6 -\- aj + 1(8 — aj -\ f- >''(« + a») + A(d — o«) 

"ow cette quantité se réduit à zéro pour une valeur q^u^lcœique (le 8 (fm /W pourra se ctm- 
*^ vaincre aisément que (p8 doit rester le mntte en duingeafU 8-\~io eti 8 cest-à-dire -{^ 8 en 

La formule (65) fut plus tard démontrée par Abel au moyen du développement de 
la fonction X en produit (t. 1, p. 434 — 436). 

Page 423. Dans le livre manuscrit Abel démontre la formule (67) en décom- 
posant le second membre de l'équation 

dtp Vi — e\ sin' y 

— a - . — . . î 



df yi 



•i .:.^ s 



e • 8in * y 

qui est une fonction rationnelle de sin^^, eu fractions partielles et intégrant par rap- 
port à q). 

Page 425. a) Pour la décomposition des tranniormations on peut voir Précis 
d'une théorie des fonctions elliptiques, cliap. IV, § 7 (t. I, p. 589 — 593). 

b) La résolubilité de l'équation p — qyzzLi) est démontrée dans le Précis d'une 
théorie des fonctions elliptiques, chap. IV, § 12 (t. 1, p. 604 — 6()6). 

Pour démontrer la proposition indiquée par les formules (70), (71) on peut établir 
les deux leromes suivaus: 1) Quelle que soit la transl'ormfition dont il s'agit, il e^t tou- 
jours possible de choisir les quantités «i, «j., . . . a y telles que dans les formules (68) 
les nombres 7/Ji, 7//a> . . . m^-i deviennent égaux k zéro. 2) Toute fonction ration- 
nelle des quantités X{8 -\- k^ai-^- k^2<^i-\- ' ' ' -\- ^v^v) qui ne varie pas, quand on 
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remplace ê par ^+ai, par S-^a^^ ... et par d + a^, s exprime sous la forme 

p-\-qV(l — c\i/*)(l — ^îy*)j P ^^ Ç étant deux fonctions rationnelles de y (voyez t. J, 
p. 508, t. II, p. 244). (3ela posé, on achèvera la démonstration par un procédé analogue 
k celui qui est exposé t. I, p. 496, 497. Oest par inadvertance évidemment qu'Âbel dit 
que les exposans ni, n ;},... n^ sont des nombres premiers entre eux; Féquation de divi- 
sion de l'intégrale elliptique donne l'exemple du contraire. ' 

Papes 425, 426. Le théorème contenu dans l'article c) peut être démontré par les 

équations (13) t. I, p. 432, en supposant c'i = c\ 

Plus tard Abel s'exprima d'une manière moins décisive sur la possibilité d'exprimer 

les modules en question par radicaux. Voyez t I, p. 526. 

St/low 

Le mémoire XX fut publié dans les Astronomische Nachrichten au mois de no- 
vembre 1828 sous le titre ^AthlUiim an mémoire anr /enfoncHofut elliptiques^ ittsér^ dans le 
Nr. 138 de ce journal^. 

Ije mémoire XXI fut publié le 3 décembre 1828 dans le journal de Crelle, tome 
m, fascicule 4. 

I\ige 451, ligne 6 eu remontant. Nous avons intercalé les mots ^diminué de drux 
nnit/s". Lie. 

Tje ni^trèoire XXII fut publié dans le Journal de Crelle le 3 décembre 1828. Le titre 
y semble altéré par une correction de Crelle; le voici: 

^Sftr le îumdtre des tratisfimnoJtuynjf différentes qnon fteut faire subir à mie fcmctiou 
^elliptique par la suhstittUian iVune fauctiaii dtmti/e du premier degrA^\ 

Nous avons conservé celui de l'édition de lldml^oe. 

Page 461. Les équations (11) se déduisent de la formule (28) du mémoire XIX 
(t. I, p. 413), en remarquant qu'on a 

P (—1)" î4i 1 

^= j , pour ^ = Ad=^^ ; 
1 *.. 1 



f> 



- , — y pour .r = Aé> = ^ ^ ; 



seulement on aura dans le premier membre de la première des équations (11) v — ( — Xydp 
au lieu de v — 3 p. 

Pape 465. L'équation (19) est en défaut pour la première valeur de d, comme l'a 
remarqué Holmltoe. En effet on trouve, pour « = 

d = (2n+l)'' .2yç^"^»/f« '~J ..-, » 

«> t 4- 2 if f tf 

et pour azr . - 

^ 2« + 1 
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Sylow. 

Le mémoire XXIJI fut publié le 3 décembre 1828 dans le journal de 6VW//, 
tome III, fascicule 4. 

Z^ mémoire XXIV fut publié le 25 janvier 1829. Dans plusieurs endroits nous 
avons rétabli le texte primitif d'après la copie de Crelie. 

Le mémoire XXV, daté le 29 mars 1828, ne parut que le 28 mars 1829. Autant 
que nous savons, Abel s'occupa pour la première fois de cette théorie à Paris dans 
les derniers mois de Fan 1826. Dans le livre A, qui date de cette année, on trouve 
quelques pages de notices qui contiennent tout ce qui est exposé dans la première partie 
du mémoire jusqu'à l'équation (35). 

En 1827 (livre B) il voulait rédiger ce qu'il avait trouvé, mais il ne possédait pas 
encore toute la théorie. On lit en effet dans une ébauche de l'introduction du mémoire 
une proposition erronée que voici: 

^8i imites Us racines (Tune équatunt d\in degré queleoftque sont liées etUre elles de Ui 
^maîiière quon puisse ejpjyrimei' Unîtes les nwiièes ratiofmeUemetit eti Vime d'ellesy cette équation 
"'est nécessairement résoluble algél)riquemenV\ 

Mais il ne tarda pas k découvrir l'erreur commise, car immédiatement après il 
recommence, et cette fois il fait un^ rédaction complète de sa théorie, qui jusquau théo- 
rème IV ne diffère que peu de la rédaction finale, excepté seulement l'introduction. Le 
reste est moins achevé, quoique les résultats sont les mêmes. 

Dans le livre C on trouve un brouillon de l'introduction du mémoire, et immédiate- 
ment' après une sorte de table des matières. 11 n'y a aucun doute que cette dernière 
n'ait été écrite après la rédaction finale du mémoire, puisqu'on y trouve les théorèmes 
et même des formules avec leurs numéros définitifs. Elle embrasse, outre ce qui fut 
imprimé dans le journal de CreUe^ encore un sixième et une partie au moins d'un 
septième paragraphe, qui y sont mentionnés dans les termes suivans: 

"§ 6. tmietiœis emptiq^ies: io = (b^/2ny\-a<b*), (107) 5» -^^-4"- '^' «" 

^nomlrre e^itier, on trouve q>^(in - ai) - - etc. à Vaide d'une êquatUni du degré ^, 

"(r = 0) (116)." 

**§ 7. Foi'mules jH/ur la transfitrnuitiait des fonctions ellipt. : 
(134 générale) 

(142) F(if>,e,) = aF(e,e) 



*) Daus iWiginal on lit a } '2u -\- 1 ; c'est t^videmment une faute dVcriture. 
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( 1 44) { 8in ^, . . . sin »^._, 

sin <9^ . . . sin Ô^m— i 

(145) r/^ = d + are tang (tang « . .4 1) -| -|- arc tang(tang (9.^4 «_i) 

(146) A^^Vl-eUin^e,^, F(e^, .)=^ f(^ , .-) 

(loi) F(iff\c/) = aF{H',cy, ^^=Vl_é?î; rrrl/l— e^» 

I Â, .in fi' 1 -I , sin 6' 

t«„g (450 _ j ,,) ^ ta„R (450 . «-) • ^ ^. - « . . . ^ ^ - ^^_^ ^.^ . 

Dans le sixième paragraphe Abel voulait donc traiter le problème de la division des 

périodes des fonctions elliptiques dans le cas où l'on a c«/ = <3 V2w + 1 • Les formules du 
dixième paragraphe des Recherches sur les fonctions elliptiques lui en donnait le moyen. 
Notamment on en déduit sans difficulté l'existence et la résolubilité de Féquation v=:i). En 
effet, supposant que le nombre m soit pair, ce qui est permis, on trouve pour (f(tn -|- ai)8 

• P 

une expressicm de la forme (pS . , P et Q étant deux fonctions entières de q^By d(mt 

les coefficiens sont rationnels en <», et quon peut supposer sans facteurs communs; pour 

(fi2ft -\- 1)8 on a une expression analogue: q{2^ -^ l)ê:=:(f6 . . Or si l'on fait 

(f^B=.jCy et qu'on désigne par v le plus grand facteur commun des polynômes i' et i^, 

il est facile de voir que les racines de l'équation r=:0 sont les // quantités (f* — > 

ou bien qr* ' '^ ^\ ", r ei s ayant les valeurs 1, 2, 3, .../i. 

Les formules (142), (144), (145), (146) ont passé dans le mémoire '*Solution d'un 
problème général etc.", qui fut écrit après celui dont nous nous occupons, quoique il fût 
imprimé le premier (voyez t. I, p. 422, 423). Sans doute Abel comptait faire d autres ap- 
plications aux fonctions elliptiques, pour lesquelles les formules de transformation des 
** Recherches*' ne lui auraient pas suffi. On ne peut faire que des conjectures sur lobjet 
de c(îs applications ultérieures. 

Dans les passages où Abel cite les Disquisitione^s Arithmetic«e de Ganna^ nous 
avons remplacé les chiffres des pages par ceux des articles pour faciliter l'emploi des 
Oeuvres de (iaunë, 

Page 491. L'équation (42) devient illusoire si ri est nul. Mais puisque dans le 
calcul précédent on peut remplacer rj par r, pourvu que « soit premier à ^, il est évi- 
dent que, si /i eut un nombre premier, le procédé indiqué conduit toujoiu's a une expres- 
sion de jr qui na que ^ valeurs différentes. Si au contraire jt# <»st un nombre composé, 
la quantité r^ pourrait être nulle pour toutes les valeurs de i qui sont premières k //. 
Pour avoir dans ce cas une expression qui a la propriété voulue, soient 



= M— ^-f r«^ +r5^ H V^k^ \ 



je 
i 



r«^ =:.f -|-a««A-f a*«(9*j-^ \- a^^ ^>^H^ » .r. 
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1 

a = C08 + V — 1 8in — • 
fi fi 

En faisant de plus 

1 M n p 

Fa* =ra> r*'' . . . rj^^ , 

il est facile de voir qu'on pourra choisir les nombres wi, r«, . . . f» telles que les radicaux 

1 1 1 

tv'' ? "6^ 7 • • • i'*^ s'expriment comme il suit: 

1 a, 1 ^, 4, 

t? A* — '^ r A* rJ^ — ^ V f* vl— ^ V A* 

^a y ^ J *6 y ' J •••'* y ' 

Fn(je 493. Th/oî'hne V. Dans le manuscrit dont nous avons parlé plus haut 
(livre B), Abel fait l'observation suivante: 

^Dans le ca» où ft est un lunnbre impair on jyetU miine œ dispf^iser (U rextraction dr 
"^la raeiriH earrée'\ 

On a en effet 

ç = a, 

v^ = c -f (/ V-- 1 = {Va y (cos d + l/-T,sin d), 
donc 

/ - a cos 



— 9 a sin S 



• 



c d 

Dans la copie de Crelle cette remarque nVst faite que pour lequation qui détermine la 
quantité cos l^^ ^ • 

J\ufe 506 en haut Abel paraît répéter lenoncé de Gau^s sans se souvenir qu'il 
traite un problème un peu différent. Il vient en effet de prouver que pour déterminer 

les quantités cos — - - il suffît 

1) de diviser la circonférence entière du cercle en n parties égales, 

2) de diviser Tare d en n parties égales, 

3) d'extraire la racine carrée de la quantité q. 

Dans les Disquisitiones Arithmetîcîe art. 360 Pexprossion "sectio circuli" signifie la 

détermination des quantités cos ^ 'et sin - ' ^ . Toutefois, si n est un nombn* im- 

pair, les opérations indiquées ci-dessus suffisent aussi pour la détermination de:* sinus, t*t 
de plus le radical Vç peut être éliminé. 

l\i(je 507. La copie de Crelle contient encore quelques lignes du commenceiûent 
du sixième paragraphe: 
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§6. 
Applicdtiou (Uix fonctiofis elliptiqiufs. 

"^ DiUM les rerhercJies Hur feu /(mcttotm ellIptiqiuiH innArAes iUitm le e^Jiier II, tome II tfe 
^ce Jounial jai d/,imndré qiie les deux rpuifUitéa 

"^Hermd ritcines <Cufie même éqmttion 

(77) fl = 

^du drgj^é (2n+l)»— 1". 

" Tai fonction (pa:=..T est dAtennhiée par la fortutUe 

(78) fy— 

(*ela est ray(^ par un trait de crayon qui enlève en même temps la note qui se 
trouve au bas de la page 507, et qui ne fut pas imprimée dans le Journal. La date 
"* Chrù*tiuTti4tj le 20 inant IH'JH"', paraît être de la main de CrelU. 

A la fin du mémoire on trouve dans le Journal la note sidvante: 
"^L'auteiu' de ce mémoire donnera dans une autre occasion des applications aux 
** fonctions elliptiques, (Note. du réd.)" ^r # 

/^ mémoire XXVI fut publié le 28 mars 1829 dans le Journal de Crelle, tome IV, 
fascicule 2. La copie nous a servi en plusieui*8 endroits à rétablir le texte original 
corrompu par des corrections de Crelle, Voyez tome II, page 251 — 253. 

/je mémoire XXVI I fut publié le 28 mars 1829 dans le Journal de Crellej tome 
IV, fascicule 2. Dans la copie la date parait être ajoutée par Creli^'. Le 6 janvier 
Abel était a Froland et vraisemblablement déjà malade. j • 

Mi'molre XXVilI. A la mort d'Abel le "Précis d'une théorie des fonctions ellipti- 
ques" était encore inachevé. Les trois premiers chapitres furent publiés le 10 juin 1829, 
le quatrième et le commencement du . cinquième chapitre le 31 juillet 1829. Nous y 
avons pu ajouter quel({ues pages d'après un fragment du nianuscrit d'Abel retrouvé en 
1874. Avec C4?la il faut croire quon possède presque toute la première partie du mé- 
moire. Nous n'avons rien trouvé dans les papiers d'Abel qui nous paraisse apjjartenir 
k la seconde partie.' 

A plusieurs endroits nous avons rétabli le texte primitif d'après la copie de Crelle. 

Page 522, ligne 3 en remontant. (''(îst par inadvertance, sans doute, qu'Abcl dit 
qu on peut avoir X{Hx + ^s + • • • + ô;i) égal à Imfini. En effet on a (voyez t. II, p. 194) 

dHx-\-dHt-\ \-dH^ — {)', 

or en faisant 

Tome II. 40 
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" " -» 



p = (l + c»).r* —2a-* 



4-» 



q=.2x* , 
les quantités Xdi, iBt, . . . IH^ s'annulent toutes, d'où l'on conclut: 

Cela n'est nullement en désaccord avec ce qui est dit p. 535, article B. 

Page 523. Dans les iormules du n° 6 nous avons corrigé quelques fautes d'écri- 
ture. On obtient ces tonnules comme corollaire quand on traite de la résolution de 
Téquation de transformation du degré 2^ + 1. En faisant 

"=" 2« + r ' 

on a 

dy dx j 

V'(l — y«)(l— ^Jy») >/(i_a:«)(l— r«x*) 

Pour résoudre Téquatîon (a^, on est porté k considérer la fonction 

i!irez^2d'vl{H + pa), (/> = 0, 1, 2, ... 2jm). 

Or puisquon a r/v((5^4- a) = d-'-?/v«, les fonctions (i/'r»)*^+S (ï/'-r<^)*'*+*, î''.«.i''r« 

s'expriment en fonction entière de // ot du radical ^(1 — y*)(l — ^î^*)) (voyez t. 11. 
p. 244 — 250), et Ton voit aisément quon j)eut faire 

d où l'on tire 

11 est facile de voir que pr est une fonction impaire, qr une i'onction paire de y; <»h 
peut donc conclure que la valeur de la constante fr est contenue dans l'expression 

^ W] tbi -\- nii'oty i 

^1 -«;. + !' 

en désignant par Àj , 2ôj, C'^j* respectivement la fonction elliptique et les périodes rela- 
tives au module c^. Kn faisant dans l'équation (/>) ^ = 0, on trouve pour /V cette autn' 
expression • 
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(c) fr'=-± - ï/v(0) = ± **^ \la,a\n -- — 4- I2a,sm ^ ^—- 4- . . . + Xua . sin ~^ 



<^(if 



Si Ton fait « = —-,-, la constante /V devient réelle : on a donc dans ce cas 

2/4 -|- 1 ' ' 

fr^^X^- *j-^. Maintenant Téqnation {h) montre que Tune des fonctions i/v^, ^l*-rOj 

s'annule pour y = Aj * . \ > c/est-k-dire pour ^=^ \ •• D'ailleurs, a des valeurs diffé- 
rentes de r répondent évidemment des valeurs différentes de m^ ; on a donc, pour une 
valeur quelconque de m^ et pour une valeur convenablement choisie de r, 

l T»/^ _L drl «1'^ + *«• i g2rl «•«'!> + ^ioi ^,^ m,d> + 2/*r,i._ 

2/1+ 1 ^ 2/1 + 1 «^ ^^ '^ 2/« + 1 ' ~ 5i/i + 1 "" • 

En faisant A = - -1 — , on trouve la seconde formule. Nous avons s:énéralisé ces résul- 

2/1 + 1 ' " 

tats dans un mémoire inséré dans les Comptes rendus de la Société des Sciences de 

(vhristiania, année 1864, p. 68, dont voici la conclusion: 

Si Ton pose 

cy z= m fi) -|- riMiy 

w'=:m'«J)-|- n'ioî, 

m et 11 n'ayant pas un même facteur commun avec 2/u -|- 1 , on a pour un module quel- 
conque 

0> = 0, 1, ...2^). 

II n'y a pas de doute que c'est de la manière indiquée ci-dessus qu'A bel a trouvé ces 
relations remarquables; les Iragmens qu'on trouve imprimés t. II, p. 25(), 251 le démontrent 
assez clairement. La manière la plus expéditivo de les vérifier (n*t pourtant le dévelop- 
pement en séries. Voici une vérification que M. Kronfcker a eu l'obligeance de nous 
connnuniquer dans une lettre datée le 25 mai 1876: 

"Nach Jacofnii Fundam. pag. 101 Fonnel 19 ist: 

'^'^'sin am ^^'' zz2Iq^^^ (e^'' — e-^^) 

(j*y V=^y 3, 5, 7 . . .) 

"also 



ArMii y ïr.7 i y îln i 

ikh' ^ . /4rA'+2*A:'t\ -. (/i» + 2,) (i*+K) (/«-*t) («,-k) 



/ irK + 2b K'i \ v ^/"• + -*' 

\ '* '~'r,'^.y'^ 

(r = 0, 1, ,..t,_l) 

"Ilierbei ist um die Convergenz zu wahren s< vorauszusetzon wenn h positiv, od(»r 
** — s< wenn m negativ ist. Bei der Sumuiation liber r = 0, 1, ...« 1 bleiben nur 
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"diejenîgen Glieder iibrig, beî denen 2« -j- r und resp. 2« — v durch n theilbar Ut 
"also wo 

'iè>-\-v'=.Xn und resp. v — 2«=iA'v 

"wird» Dabei sind X und V posith ( da «*< *! ),? und jene Summe wîrd also 

n 2 q **• — n 2 q *", 

''und dièse Differonz îst offenbar Null, da fj' = l und X'-ri^ gesetzt werden kann, da 
^Xy V ebenfalls aile positive ungraden 2^hlen bedeuteii. Âlso ist 

2,e, » sm am I ■ 1 =0 

(r = 0, 1, ...n— 1) 

'^und zwar fur die Werthe »-=• --••• + - . Durch Vertauschung von A' und 

^ K' etc. folgen die anderen. Aber auch dièse konnten direct abgeleitet werden". 

Les formules du n" 6, ainsi que la formule (c), peuvent encore être déduites d*uno 
formule de Jcux>hi qu'on trouve dans le Journal ttir die reine und angewandte Mathe- 
niatik t. 4, p. 190, ou bien de la formule qu'a donné M. Hennit^ dans le même journal 
t. 32, p. 287. 

Pages 526, 527 (n° 9). A cet endroit, le dernier où il parle des modules singuliers 
qui admettent une multiplication complexe, Abel ne maintient quavee une certain** 
réserve la proposition qu'il avait déjà avancée (t. I, p. 426) sur la possibilité de les ex- 
primer par des radicaux; il ne l'affirme avec certitude que pour le cas où le rapjxni 
des périodes est un nombre rationnel. Mais dans' ce cas l'intégrale elliptique peut étn* 

transformée en une autre dont le module est égal a Vj , ou bi^n si Ion veut a > — 1 : 
ce n'est donc qu\ine conséquence presque immédiate de la théorie de la division de bi 
lemniscate. Cependant les prévisions d'Abel ont été pleinement confirmées par les travaux 
de M. Kronecker (Monatsberichte der Konigl. Preuss. Akad. der Wissenschaften, anin^ 
1857, p. 455 et année 1862, p. 363). 

La résolubilité de l'équation modulaire est une conséquence immédiate de celle dt* 
l'équation de division des périodes; la résolution de cette dernière équation, pour le «u? 
des modules singuliers, devait être traitée dans la continuation de ce mémoire (voyez 1. 11. 
p. 310 en baa et p. 313 en haut). Sans vouloir entrer en détails dans cette ma- 
tière, nous exposerons aussi brièvement que possible comment cette résolution peut être 
réduite a des principes posés par Abel. D'abord, puisque tout "module peut être traiis- 
fonné en son complément, on peut définir les modules en question comme ceux qui s«» 

transforment en eux-mêmes f par une transformation différente de la suivante, y = ) • 

Donc on aura, en vertu des deux premières formules de la page 525 (nous changerons 
seulement les signes des lettres w et «'), 
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€ . 2c<) = m . 2c3 — n toi, 

B.ioi = m' . 2a — nUoiy 

ce qui donne pour le rapport des périodes et jwur la quantité c les équations suivantes: 

€* -|- (n' — w) e -\~ nw! — m n == 0, 
,,(c,n-)« -^ (n' -f m) (wi) (2^) + m' . (2^)'' = 0. 
(Jn voit quon peut se borner aux deux cas suivans 

m z=.n\ € = y — {in'n — m*) = V — a , 

(!î<Ja posé, on aura la transfonnation daprès les règles du mémoire '^Solution dun pro- 
blème gc^néral etc.", en faisant dans les formules (68) (t. I, p. 423) 

d désignant le nombre nécessairement positif m'n — m n' ; on aura ainsi un résultat de 
la forme 

/ dénotant une fonction rationnelle. 

En remplaçant dans l'équation (<l) H par (3) — ^, on voit que la quantité a sera de 



la l'orme 

r2r4.n 

t t % 



(2''+l) ^ —^ ^ -« 



Cela posé, on tirera de Téquation (//) la valeur de X'^iiif) en fonction rationmille de X'^B 
et du radical JH. 

Soit ma\^ntenant /i un nombre premier impair, et faisons 

8= = - ; 

le radical .7 ewt exprimable en fonction rationnelle de À* » de sorte qu'on aura 
A- en fonction rationnelle de À* 

A«'j'=y>(A« j;), ou bien ;t* ^''^ ^ ''"'^'''^7^''^+-^"'>"' = y (à^ ''''^^ 

Or nous pouvons supposer les nombres p et q tellement choisis que le premier membre 

de cette équation difl'ère des -- quantités i* *' , y étant un nombre entier (le seul 

cas d'exception, celui où ju divise a la fois les trois nombres n, n -|- i/#, /«', nous est 
.sans importance, puisque alors le module admet une transfonnation plus .simple). Cela 

étant, toutes les racines de Téquation proposée sont contenues dans l'expression X* - 
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En désignant par F et i/' des l'onctions rationnelles, on a 

Or en faisant do la même manière 
il est facile k voir qu'on a 

égalité qui entraîne la résolubilité de Téquation propo8**e par les règles du "Mémoire sur 
une classe particulière d'équations etc." § 4 (t. I, p. 499). 

Dans le cas oii ju est de la forme " , ç et / étant des nombres entiers, Féqua- 

tion de division des périodes est réductible; Abel a effectué cette réduction pour le 

module V — 1 dans les Récherches sur les fonctions elliptiques (t. I, p. 353 — 355); voyez 
de plus t. II, p. 310, 311. 

Si au contraire ^ n'est pas de la forme ' , toutes les racines peuvent être re- 

présentées par l'expression i/^*(i*-- J, en prenant pour r-\-8e une racine primitive du 

module ^. Si nous ne pouvons pas assurer qu'Abel a cimnu l'existence des racines pri- 
mitives parmis les nombres de la forme r -\- se en général, au moins le livre manuscrit 
A le montre cherchant, déjk en 1826, la racine primitive 2-|-i k Toccasion de la 
division de la lemniscate en 7 parties égales. 

Le dernier alinéa du n" 9 est assez étrange; Abel aurait donc cru que toutes les 
racines de Téquation modulaire étaient des fonctions ration ivelles de deux d'entre elles, et 
ce serait de cette propositicin erronée qu'il conclut qu'on peut exprimer toutes le^ 
modules transformés par un d'eux k l'aide de radicaux. Mais nous croyons plutôt qu'en 
écrivant la première des deux phrases, il a momentanément confondu l'équation modulaire 
avec l'équation de division des périodes, qui a précisément la propriété en question, 
voyez t. I, p. 599 et 600, La seconde proposition fut confirmée par les reelierehes de 
Galoift (Journal de Mathématiques pures et appliquées, année 1846 p. 410 — 412), dont 
les résultats ont été retrouvés et démontrés pai' MM. Betti^ IlennUf et Janltin. 

Page 527, n" 10. Les fonctions g).r, /.r sont sans doute les mêmes dont parle 
Abel dans la lettre k Legemlre (voyez t. II, p 274, 275), et qui ont été traitées depuis par 
M. Weif^r strass (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik t 52, p. 339 — 380 j. 
Le livre manuscrit C contient vei*s la fin un calcul qui a pour objet de déduire W 
équations différentielles auxquelles satisfont les fonctions q^jr et /.r, on partant de:« 
équations 

if{ir + ij) (f(.r — ;/) =: (tf^ry (/y)« — (qpy)« ( Ar)», 
/(^ + !/)fÇr - y) = ( fj-y {fyy - c\cp,ry q<j^y. 
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En difFèrentiant la seconde équation deux fois de suite par rapport a Xy et faisant .f=:0, 
il trouve 

/"y h - {f'yy = « {fyy - <>* f' (ipy)*. 

OÙ par conséquent 

«=/(o)./''(o); 0-=(f'oy; 
de même il trouve 

— (p"!/ • fy + iv'y)* = /' ( fy)* — « (ry)'- 

Puis il écrit les équations 

(/»•-^(y)./.y = ^•ViPy)^ 

soit que les constantes a et /> fussent connues d'avance, soit cju'il les suppose déterminées 
pour que ces relations aient lieu. 

Il déduit de la même manière l'équation 

2.r y ./y - Sf"'y /'y + 0( fy)' = - 2c»( /-.y)» + ««»(1 + c») {ff,,)*, 

en se servant, pour déterminer les constantes, des développemens 

wx"=: X — — - x^ -\- • • * î 

T g 

fx = 1 - ^- .r* + . . . . 

C'est k pou près tout ce que nous avons trouvé sur ce sujet dans les manuscrits d'Abel. 

Piige 528, n" 11. Nous avons cherché en vain dans les manuscrits d'Aboi une in- 
dication de la méthode dont il comptait se servir pour étendre ses résultats aux modules 
imaginaires. 

Page 531. La note au bas de la page contenait primitivement la démonstration du 
théorème appelé par préférence "* Théorème d'Abel", dans une rédaction })re.sque identique 
a celle du mémoire XX Vil (t. I, p. 515). 11 paraît qu'Abel ne s'est décidé a en l'aire 
un mémoire à part qu'après avoir expédié son manuscrit a (Jrel/e, et que c(»lui-ci, sur 
sa demande, a substitué à la démonstration une citation du mémoire XXVJl. 

Jhge 535, lignes 6, 7 en remcmtant: **// itéra ftwile J^e tl/montirr /fit* elle aéra finale à 
, la valeur île y étant (lAtjernânAe par VAipudion (14)". Voici comment le démontre 
M. Broch dans son Traité élémentaire des fonctions elliptiques: Si l'on fait 

en supposant les fonctions fx et rp^x paires, fpx et f^x impaires, les équations 

fx -\- (px Jx •=. ( ), /j X -\- (fiX . Jx:=i() 
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seront satÎRfaites en substituant pour a; une quelconque des quantités ^i, ,r.2, ...J'j.-i. 
En éliminant J^v on en tire 

Or puisque le premier membre de cette équation est une fonction paire de x du degré 
An — 2, ses racines seront ±w*i, ±*^2, ..-±^'sn i? donc on a 

mais on a 

/(U)=: - Wi^-jî . . . ;f2„_iy, fjpi(0)i=:±e.ri ^2 . . . jîjj»-!^, 

donc 

1 

2Z=1± - . 

Page 537, ligne 11 en remontant. Dans le Journal, ainsi que dans la copie de 
CrelUy on lit: 

** Cela poîfé, ni /Vw ftnppose toutes les qiuitd'dAs x^ , .r ^ , x^y • • • .y ^^golen à (les ccnusUin- 
^ies déterminées^ 

Nous croyons rendre la pensée d'Abel en effaçant la lettre x^ . En effet, si Ton 
fait varier x^ et x^ en supposant x^ , ,v^ , . . . ^ constans, x^ sera une fonction de j:, 
ainsi que les dérivées partielles de y et de r par rapport a x^ ; xff'y au contraire devient 
une constante. 

Fdge 548, lignes 10 — 15. Dans le Journal ce passage est gâté par une correction 
de Crelk; nous avons rétabli le texte d'Abel d'après la copie. 

Page 563, lignes 12, 13. En désignant par a une racine de Péquation .r^rzO, 

- est racine de l'équation jr,„ = ^, si m est un nombre impair; au contraire, si m est 

un nombre pair, est racine de Féquation ar„ = 0. 



ca 



en 



Page 568. Théorème VIII. Ce ne sont que les modules qui resteront apràs lein- 
ploi du théorème VI qui satisferont nécessairement à Téquatiou G){y, (;')=i€ft)(.i*, c)-\-C. 
Il faut en effet remarquer que quand on fait usage du théorème II, ou d'un des thé<jrè 
mes qui en dérivent, quelques-unes des fonctions i!\ 6^ , tj*^ 6^, ... pourront bien s(* 
réduire à des constantes. • Cela arrive notamment si a des valeurs données de 
xif x^, . . * Xfji, yif y^y . . ' y^tf et a une même valeur de ^„, répondent deux valeurs 
de Jmf'm] ^îar dans ce cas les membres de l'expression 






Jt 



3 



se détruisent deux a deux, d'où l'on conclut que dans la formule (75) p. 54U la quantité 
T^ (ou H^ comme elle s'appelle dans l'énoncé du théorème VIII) est une constante. 

Pages 584 — 587. Pour qu'on puisse faire c'= - (p. 585), il faut que a ne soit 
ni nul, ni infini, ni égal a ± 1. 11 est facile de voir que dans le cas qu'on considère, a 
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ne saura être nul ou infini ; au contraire a sera nécessairement égal k ± 1 , si /i est un 
nombre pair. Pour avoir des formules générales on déterminera la quantité ô par les 
équations 

J, z=«?, Jô^:=zJe\ 

en faisant de plus 



on aura 



X J â^ 4- ë^J X X J a^ — d^Jx 

p—qy^— by{z — x){z— ^^x) (z — ^*^x) . . . (z— ^^f'-^x). 

En faisant dans cette équation *r=:^l), p — qy sera un carre parfait; on peut donc 
supiKiser que y devienne égal k — pour ;«:=:^(1). 
En faisant .r = v^(0) = d, on a 

x + Ox^ h ^*''-* A- = ^0) + ^3(0) -I 1- ;!^*/*-i(0) = 0, 

doii Ton voit que q' s'annule pour xz:zd. Cotte quantité ô est donc précisément celle 
qui doit figurer dans Texprcssion do q' quon trouve au commencement de la page 587. 

Les formules (162) sont exactes dans tous les cas; la valeur de c' sera -^,^ ■-, • 

Page 588. Valeurs de a, a', />, h'i 

En faisant <?,=«?, Jd^-zzJty on peut toujours supposer que y devienne égal k 

1; —1, 7^ — ^ 
pour jr égal k 

0, oc, d, /, , 

ce qui donne 

a' = &'=!; /> = ±c'^, tt = -hc«, 

1 4- c'* O- X 
1 — c'^ fX 

q^x dénotant la fonction {x,6x.B'^x . . . Bf^'^^x) . On aura 

*'i • *'i • • • *'i^— 1 

/'o^t; 597. Le signe de la quantité A pourrait paraître incertain. Pour le déter- 
miner on fera dans les formules (13) et (13') (t. I, p. 533) toutes les variables xi^ , . .x^..x 
infinies, en supposant JxiZ=,-\'Cx^ \ en raisonnant comme le fait Abel p. 535 j>our les 

valeurs infiniment petites, on verra quW a Jy=:-\- cy*, c est-a-dire -/a;8^+i = cj?5^+i. 
Tome U. 41 
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Le signe de la constante a peut être déterminé au moyen des formules (48) et (40) 
p. 543. On trouve 

Piige 599 à la Jm^ et page 6(X). On sait que e^ est une fonction rationnelle de t 
pour toutes les valeurs impaires de ?/«; de plus on a f?2 = — ^t/i—iy <?4 = — ^i^-j? 
. . . €2^1 = — ^1 . La formule 

donne 



Je^ = i^(l-c'ei,), 



m 



• par suite e^^k ou — r T t^ — s'exprime en fonction rationnelle de e et de e\ 

M K 

Le second membre de la formule (196) doit être précédé du facteur ( — 1)'*. 



Page 608. Dans l'énoncé du théorème XIII Abel suppose évidemment qu'il n'existe 
aucune relation entre les mêmes fonctions elliptiques qui ne contienne pas toutes les 
modules c^ Cx • . , c^. 

Page 609. La partie du mémoire qui fut publiée dans le Journal de Crelie termine 
par la ligne qui suit la formule 211; elle fut accompagnée de la note suivante de 
l'éditeur: 

"Cest jusqu'ici que ce mémoire est parvenu k Féditeur. Mr. Abel est mort sans 
«l'avoir fini". 

Ce que nous avons ajouté est la reproduction de deux feuilles écrites de la main 
d'Abel, qui furent retrouvées avec d'autres manuscrits en 1874. Le contenu et les 
numéros des formules font voir que c'est la continuation immédiate de la partie imprimée 
dans le Journal de Crelie*). 

La rédaction paraît être parfaitement achevée; l'une des feuilles porte même un 
avis au compositeur. 

Page 613. Si le degré de la fonction y est un nombre pair, le degré du numéra- 
teur étant plus grand que celui du dénominateur, la fonction ^ a la forme suivante 

dans ce cas on ne peut trouver la valeur de ^„(y, c') par le procédé indiqué par Abel, 



*) Nous avons d'ailleurs changé les numéros des formules à partir du n° 107 p. TiSO pour remédier 
h une faute d^écriture et k quelques omissions. 
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mais on trouve, soit directement, aoit en faisant y = , , y y' étant la valeur de y qui 
repond à la formule (222): 

««'" aSy, O = 2/« «» «3.(.v, c) - 2c* \ y + ^1, + . . . + ^M (a{^, c) 



41* 



NOTES AUX MÉMOIRES DU TOME IL 



D'après le témoignage de Ilolmhoe les mémoires I — XIII du second tome furent 
écrits avant les voyages d'Abel. Ils datent donc d'un temps antérieur au réveil de sa 
critique dont il parle dans ses lettres k Ilafisteen et k Hdmlioey voyez t II, p. 257, 263. 
Dans ces lettres il désavoue fortement la méthode peu rigoureuse dont il s'est servi dans 
plusieurs de ces mémoires. Nous ne parlerons, dans les notes suivantes, des erreurs que 
nous y avons remarquées, que quand nous aurons k rendre compte de corrections ou de 
suppressions. 

Les originaux sont tous perdus; il n'existe donc pas pour ces mémoires d'autre 
source que l'édition de Holmboe. 

Mémoire IL Entre la troisième et la quatrième ligne p. 13 nous avons supprimé 
deux formules issues d'une différentiation incorrecte. 

Mémoire V. Nous avons supprimé la dernière partie du mémoire, une page a peu 
près, où Abei pose r = a + /^y + «log (y+y)> parce que tout ce morceau est gâté dèâ 
le commencement, par une faute de calcul. 

Les mémoires VIII et IX ont été commentés par Jacohi (Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik t. 32). En faisant cirO, les dernières formules du mémoire 
IX conduisent immédiatement k Féquation (2) de Jacohi. Plus tard les recherches 
d'Abel et de Jacohi ont été poursuivies par M. Fuclis (Journal f. d. reine und angew. 
Math, t 76), et par M. Frohenivjf (t. 78 du même journal). 
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Mémoire XIII. Page 94, lignes 2, 3. Voici le texte de IVdition de I/olntf^oe: ^Ëfii 
^ effets œmrne £^^)=:€^*^=:«^*^ = 0, et eomvte e^^^^a est la tteiJe quantité, qui a une inJeur 
^diffAreide (le z^Oy il est clair etc." 

Fage 105, ligne 11 en remontant, après le raot ** illusoires* nous avons supprinit) la 

phrase suivante: ^et alors cest seulement VAquatUm du numéro 17 qui peut avoir lieti*. 

Le n* 17 est le n" 16 de notre édition par suite d'une correction des nunwÇros faîte 
plus haut. 

Pape 109, ligne 13 en remontant, après les mots "ow roit que Af est" nous avons 
supprime les mots '^Unti au fAus^. ^ 

Ligne 4 en remontant, le texte de l'édition de Ilolmhoe est le suivant: 

^jyaprh la valeur de il est aisA de condure que - a la meiue forme. Soit 

donc!". 

Page 125, ligne 9, nous avons mis "2w-|-4>m" au lieu de **2n4-4>m''. 

Page 138, ligne 4 en remontant, nous avons ajouté au second membre le terme 
; par suite nous avons mis, p. 139, ligne l, n-\-\ au lieu de »#. 

Page 146, ligne 9 en remontant Dans Tédition de Udinl)oe la phn'Uje ^wais il 
faut observer que A diange de valeur^ est suivi des mots "à moins que R' ne soit constant^ 
comme dans Vesremple jyrAcAdenf, 

Pages 176 — 180 il a fallu corriger quelques fautes de calcul; par suite de ces cor- 
rections il a ëtë nécessaire de mettre, p. 178 lignes 8, 9 en remontant, les mots ^contemi 
entre les limites 1 ^0" au lieu de ** contenu entre les limites — 1 et — J^ Do plus nous 
avons supprimé la phrase *^En diffArentiard la valeur de y par rapport à «, on verra que 

--- est toujours positifs lorsque n est jxtsitif^y laquelle dans Fédition de IldmlHye se trouve 

après la valeur de y, p: 178 ligne 5 en remontant. 

Page 181, ligne 12 et 13 en remontant, nous avons corrigé la valeur approcha de 
a,, et changé le texte de l'édition de HolfnlH)e, qui est: **dofu: la jâus grawle valfnir fie 
Oj est =: 1. ttj reçoit sa moindre valeur en faisant ai^l". 

Sylow, 

Ijs mémoire XIV ftit traduit en français d'après un original écrit en allemand, qui 
maintenant est perdu. Il fiit, croyons nous, écrit à Freiberg au mois de mars 1826. 
Voici notre raison: 11 est, d'après ce qui dit Uolndfoe^ le seul mémoire qu'Abel écrivit 
en allemand. Or nous savons par une lettre d'Âbel k Itolndtoey qu'il avait écrit k Frei- 
berg un mémoire en allemand qui devait être imprimé dans le Journal de Crdle; mais 
puisque Ifolmitoe dit dans la préface de son édition que tous les mémoires d'Abel hnprim(*s 
dans le Journal de Cvelle^ étaient rédigés en français, il faut croire que le mémoire de 
Freiberg n'y fut pas inséré; cela s'accorde avec un passage d'une lettre de (relie k Abel 
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qui fait présumer que les mémoires qu'Abel avait écrits pour le Journal n'y furent pas 
tous imprimés. 

Mémoire XV. Uoriginal du premier numéro est conservé, celui du second ost 
perdu. Nous ignorons pourquoi JMtnboe a réuni ces deux morceaux sous un même titre; 
le manuscrit conservé n'en porte aucun. 

Le mémoire XVI est un extrait d'une suite de notices intitulée: Sur les séries qui so 
trouve dans le livre B, et qui paraît écrite dans la seconde moitié de lan 1827. 

Page 201, lignes 9 — 11. Abel donne une série de règles successives pour décider 
si une série infinie a termes positifs est convergente ou divergente. Ces règles, identiques 
k celles publiées pour la première fois par M. Bertrand, (Journal de Mathématiques publié 
par LiouvHU t. VII, p. 35 — 54) s'accordent au fond, comme le remarque M. BertrawU 
avec celles données par A. de Morgan dans son Traité de calcul différentiel et intégral 
imprimé k Londres en 1839. 

Le théorème au bas de la page 201 est k peu près le même que le théorème V 
du mémoire XIV, t I. Le texte étant écrit après la publication de ce mémoire, comme 
le montre le passage qui se rapporte k Olivier^ on peut sans doute conclure qu'Abel a 
senti lui-même l'insuffisance de sa démonstration antérieure du théorème dont il s'agit 
La démonstration que notre texte reproduit peut facilement être complétée, si l'on admet 
qu'on puisse indiquer une quantité finie M telle que l'inégalité 

[(pn{? — io) — A,,]al<M 

subsiste pour toute valeur de l'entier n, pour toute valeur de o^ moindre que a et plus 
grande que œ^ , et pour toute valeur suffisamment petite de co. En effet, eu désignant 
par £ une quantité infinitésimale, on peut choisir un entier ju si grand que l'inégalité 



.^(-:;-)"<. 



a lieu pour toute valeur de n égale* ou plus grande que fi. Depuis on peut prendre 
ûij si petite que l'inégalité 

subsiste aussi pour toute valeur de w moindre que ^, en supposant uxu»^. Donc 
l'inégalité 

aura lieu pour toute valeur de io moindre que w, . M. /î Du Bois-Beymond a démontré 
d'une manière décisive (Mathematische Annalen, Tome IV, p. 135) un théorème plus 
général- Plus bas (p. 204, hgne 14) AJtel applique le théorème dont nous parlons, en 
supposant que la quantité y représente l'ensemble des nombres entiers, et que ^ mi 
égal k oc. 

Les mots placés entre accolades sur les pages 203 et 204 sont intercalés par nous. 

lÂe, 
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Mémoire XVIL (\'s noticcH sont tinvs du livre iiiftnuscrit O, (VapW»» hi place 
quelles y occupent il est a croire qu'elle» turent éiTites uu printenqw 182H. 

Page» 200, 207. Eu lisant la démonstration du théorème; I il liiut BouBentcndre 
qu'il est supposé impossible de trouver une reiatiiin alfç<'»hri(jue ne contenant quune partie 
des intéfçral(« ri, r^, . • • »'^; c'est de cette hypothèse qu'Ahel conclut (p. 207) que 
IVquatio!! jy^ -f" '^' = est identique en r^ i . 

Après IVquation /2 = r^+/^=0 (p. 20(>) nous avons supprimé le passage suivant: 
^En iiijfererduirit an en tire: 



^tlonc 



l\ige 208. Après l'énoncé du théorème 11 nous avons supprimé les deux équations 

Jy iix = fonct. rat (j^, y). 

f^ijjj ^) dû' r: fonct. rat. (.r, y). 

Page 209. Dans le théorème VI nous avons mis »'',(^*, y,) au lieu de (/^a*, y,). 
La phrase: ** Sttj>j}oiton8 .... quil soit im/yosuMe (V avoir /(y, y,, j?)=0" veut dire, sans 
doute, que l'équation algtîbrique qui définit y^ en fonction de x reste irréductible aprf» 
l'adjonction de la quantité y. 

Page 210. Après la démonstration du théorème VII le manuscrit contient quel- 
ques lipics du troisième paragraphe intitulé: **§ ^ Réduction tles int/.{frale8 f tjf(je j y) dr 

à Caide dea fonctiofis aJgêlrriqiijes^. Mais ce commencement a été abandonné. La pag<; 
suivante contient des formules elliptiques; vient ensuite le § 5, sans qu'il y ait aucune 
trace d'un § 4. 

Après les dernières lignes de la page 213, Abel a commencé de traiter lexemple 

suivant : 

« Trouver S^ en S^, R^, R, , , . '' 

mais le calcul n'a pas été achevé. 

Dans le dernier morceau, qui commence p. 214, Abel désigne par E(n) le plus 
grand nombre entier positif ou négatif qui est moindre que la quantité n, par R(n) le 
reste, qui est par consi^quent nul ou positif, et par Xp la fonction 

(^-aO ^-^\^-a,) '"••^.. (,._«„) V-»'; 

les Xp sont donc les mômes que les s^ du "Mémoire sur une propriété générale etc." n' 10 
(T. I, p. 193). Par le raisonnement de la page 214 il est démontré que, s'il existe entre 
les intégrales Rq, ifi, ... Rn-ty 'i, Uj •••<;*, une relation: 
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il est permis de 8up(K>ser que le second membre soit de la forme 

ry_i Xr-i + ^a^w*' log [I(sjt Xk w**')] , 

où évidemment on peut supposer les fonctions Sq^ «i, . . . s^^i entières. CTest la fonne 
analogue k celle 

rJx + SA log f-'±y*-''-^ , 

' ^ /x — fx, Jx 

qu'Abel a donnée au second membre pour le cas des fonctions elliptiques. Le raisonne- 
ment peut être poursuivi en parfaite analogie avec le troisième chapitre du ** Précis d'une 
théorie des fonctions elliptiques"; on démontrera ainsi qu'on a ry_i=:0, et quen sup- 
posant tous les coeffîciens a nuls excepté un seul^ on a les relations d'où toutes les 
autres se déduissent par voie d'addition. 

Aux pages 215, 216 il paraît qu'Abel regarde les constantes des fonctions 
^0 7 «1; • • • ^v—x comme des quantités indéterminées Le reste de ces notices est trop 
inachevé pour être reproduit; il faut nous contenter d'indiquer ici le contenu. Abel a 
d'abord cherché une expression de la fonction />; sll n'y avait pas une faute de calcul 
le résultat aurait été que p est (%al au terme constant dans le développement de 

-^ • suivant les puissances descendantes de a. Plus bas il a déterminé le nombre 

B des coefficiens indéterminés qu'il est possible d'introduire dans la formule. 81 l'on fait 

vzzmx, nii zz m^. in% zz • • • ^m^.irif^ y 

v" et y'" étant premiers entre eux, on a 






de sorte qu'en désignant par B' le nombre des paramètres qui dépendent des autre;^^ 
on a 

ff zzfi — 6=:^[(n — l)v — Vi — 7«i' — m^' — • • • — »««'] + 1* 

Le calcul contient quelques fautes et aboutit à une valeur inexacte, mais le i*csultat cor- 
rect est annoté à la marge. Cette valeur de ff est précisément celle qu'on déduit de la 
formule (172) t. I, p. 198 pour le nombre ^ — a, en appliquant cette formule à Finté- 

Enfin il note ce théorème: 

^Sl I -.— , où p est une fonction entière^ est irtlégraUe par des logarlllimesj le degré 
^de Àj doit être un fiotnhre entier ^ et le degré p moimire dune unité que celui de A,, «^ 



"o?4 aura • 



et il se propose de traiter l'exemple suivant: 
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m fi 

** ïroMtvr toutes les (ti^érefitielles (le la fonne ydxzz.ic^ (1 — jr)^ (Le qui sotit inté^ 

^grMes à Vaide tles fonctions algébriques et logariilwtiques" 

bans toutefois le terminer. 

St/lof^. 

J^ mémoire XVI II est la reproduction du dernier morceau des manuscrits d'Abel 
qui traite de la tliëorie des équations résolubles par radicaux. Il date de la seconde 
moitié de Fan 1828, et lut imprimé pour la première fois en 1839 dans l'édition de 
Holviltoe. 

Le passage qui commence p. 234 par les mots: *^De là on tirera^ ^ et finit par la 
formule (a), est rayé dans le manuscrit et se trouve immédiatement après la troisième 
ligne de la même paga En intercalant ce passage plus bas, nous avons suivi Holmlfoe, 
mais en conservant, ici et p. 235; les termes q^j qu'il avait supprimé k tort C'est le 
seul changement du texte d'Abel que nous avons fait, sauf quelques iautes de calcul ou 
d'écriture. 

La première partie de Fintroduction, jusqu'à l'énoncé du problème *^ Trouver réqua- 
tion la moins élevée à laquelle une /oftdion algébrique jnUsse satisfaire" (p. 221), a été rema- 
niée par Abel; la rédaction nouvelle et abrégée se trouve k la m^rge du manuscrit k 
coté de la première. Comme IJolm/foe nous avons cru devoir préférer la première, sur- 
tout parce qu'Abel s'y prononce sur la méthode qu'il faut suivre dans les recherches 
mathématiques. Toutefois la seconde rédaction ne laisse pas d'avoir certains avantages 
sur la première, c'est pourquoi nous la reproduisons ici: 

NOrVKLLE THKOKIK UK LA RK80LUT10K ALGKUBIQUK DE8 Ét^l'ATIONS. 

^La théorie des équations a toujours été regardée comme une des plus intéressantes 
^parties de l'analyse. Des géomètres de premier rang s'en sont occupés, et l'ont beau- 
**coup enrichie. Cest surtout aux travaux excellons de Lagrange qu'on doit une eon- 
'^ naissance profonde de cette partie des mathématiques. On s'est beaucoup attaché k 
^trouver la résolution algébrique des équations, mais on n'a pu y réussir généralement 
'^pour des équations supérieures au quatrième degré. Tant d'efforts inutiles des géomè- 
"^tres les plus distingués ont fait présumer que la résolu tiop algébrique des é({uations 
"^générales était impossible. On a cherché k en donner la démonstration, mais il parait 
'*que l'impossibilité de la résolution n'est pas encore rigoureusement établie. L'auteur de 
'^ce mémoii*e s'est ocxîupé pendant longtemps de cette question inti'^ressante, et il croit 
"^étre parvenu k y répondre d'une manière satisiaisante. Il a donné un premier essai 
"^sur ce sujet dans un mémoire imprimé dans le premier cahier de ce journal, mais 
"^ quoique le raisonnement qu'il a employé paraisse être rigoureux, il faut cependant 
^avouer que la méthode dont il a fait usage laisse beaucoup k désirer. Jai repris de 
"^nouveau la question dont il s'agit, et en me proposant des problèmes b(*aucoup plus 
généraux, je suis, si je ne me tromj)e, parvenu k montrer clairement a quoi tient véri- 
tablement l'impossibilité de la résolution de^ é({uatioiis générah's". 

"S'il tîst impossible de ré.soudre les équations générales, il est du moins très jm>s- 
'*sîble d'en trouver une infinité de cas particuliers qui jouiront de cette propriété. 11 en 
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"existe une infinité pour chaque degré. Cela est établi depuis longtemps, mais personne 
**n'a considéré le problème sous un point de vue général. C'est ce que je tacherai de 
"faire dans ce mémoire, en traitant la solution de ce problème: 

Une équation d'un degré quelconque étant proposée, reconnaître si elle 
pourra être satisfaite algébriquement, ou non". 

"La solution complète de ce problème loit nécessairement conduire k tout ce qui 
"concerne la résolution algébrique des équations. Une analyse raisonnée nous conduira 
"comme on va voir, a des théorèmes importans sur les équations, principalement rclatii'ti 
"à la forme des racines. Ce sont les propositions générales plutôt que la solution ellc- 
"méme qui sont le point le plus important, car il est une question de pure curiosité que 
"de demander si une équation particulière est résoluble ou non. J'ai donné au problème 
"la forme énoncée ci-dessus, parce que la solution ne peut manquer de conditire a des 
"résultats généraux". 

"Je vais d'abord donner l'analyse du problème avec les résultats les plus importans 
"auxquels je suis parvenue 

"IVabord nous devons fixer précisément ce que nous entendrons par la résolubilité 
"algébrique d'une équation. Lorsque l'équation est générale, cela veut dire, suivant la 
"conception généralement adoptée de cette expression, que toutes les racines de l'équation 
"sont exprimables pur les cœfficiens k l'aide des opérations algébriques. Les racines 
"sont alors des fonctions algébriques des coefficiens et leur expression pourra contenir 
"un nombre quelconque de quantités constantes, algébriques ou non. Mais si l'équation 
"n'est pas générale, ce qui est le cas (jue nous considérons, j'ai cru devoir, pour avoir la 
"plus grande généralité possible, faire les distinctions suivantes : 

"Etant données un nombre quelconque de quantités a, /^, y, rf . , . , indéterminées 
"ou non, nous appellerons eœpression rmliaJe de ces quantités toute quantité qu'on en 
"poun-a former k Taide des opérations suivantes: Addition, Sousfraction, Multiplication, 
"Division, Extraction de racines avec des exposans qui sont des nombres premiers". 

"Une équation algébrique quelconque est dite pouvoir être «(Uinfaite algébriquement 
"en des quantités quelconques, a, /:?, y, d, . . . , si on la satisfera, en mettant pour lin- 
"connue une expression radicale de a, /î/, y, d, . . . ." 

"Une équation algébrique est réaoluhle algébriquement pai* rapport aux quantités 
"a, /t?, y, d, . . . , si toutes les racines peuvent être représentées par des expressions ra- 
"dicales de a, /î/, y, d, . . . ." 

"Nous avons distingué les équations qui pourront être satisfaites algébriquement de 
'^celles qui sont résolubles algébriquement, puisqu'il y a, comme on sait, des équations 
'^dont l'une ou plusieurs des racines sont algébriques, sans qu'on puisse affinner la même 
"chose par rapport k toutes les racines". 

"Cela posé, le problème qui va être l'objet de nos recherches est le suivant: 

Etant proposée une équation algébrique quelconque, reconnaître si cette équation 
pcjurra être satisfaite par une expression radicale des quantités données a, (i, y, d, . . . " 

"La marche naturelle pour résoudre ce problème se prête d'elle-même. En effet il 
"faut substituer k la place de .l'inconnue l'expression radicale la plus générale d«^ 
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*^a, fi, Y, ôy . . , et voir ennaite si elle poarra être satisfaite de cette manière. De Ik 
"naît d'abord ce problème: 

Trouver l'expression radicale la plus générale en a, fi, y, d, , , . , 

"La solution de ce problème doit donc être Fobjet de nos premières recherches. Nous 
"la donnerons dans un premier chapitre". 

"On peut, comme on sait, donner k la même expresi^ion radicale une infinité de 
"formes différentes. De toutes ces formes nous chercherons celle qui contient le nombre 
"le plus petit possible de radicaux, et qui est par là en quelque sorte irréductible". 

"Cela posé, la première propriété de cette expression doit être de satisfaire k une 
"équation algébrique; or cette condition est, comme on sait, remplie d'elle même; car 
"toute expression radicale de a, fi, y, ô, . . . peut satisfaire k une équation algébrique 
"dont les coefficicns sont rationnels en a, fi, y, ô, ... , Or une même expression radi- 
"cale peut satisfaire k une infinité d'équations différentes; il y a donc deux cas k con- 
"sidérer: ou l'équation proposée est la moins élevée k laquelle puisse satisfaire l'expression 
"radicale, ou cette expression peut satisfaire k une autre d'un degré moindre. Donc le 
"problème général se divise en ces deux-ci: 

1. Etant proposée une équation quelconque, reconnaître si une de ses racines pourra 
satisfaire k une équation moins élevée dont les coefficicns sont rationnels en 
a, fi, y, â, . , , . Si cela est impossible, nous dirons que l'équation est irréductible 
par rapport aux quantités a, fi, y, ô, . , , . 

2. Reconnaître si une équation irréductible pourra être satisfaite algébriquement ou non". 
"Nous ne considérons dans ce mémoire que le dernier de ces problèmes comme 

"celui qui est incomparablement d'une plus grande impoi-tance". 
"Cela posé, on aura d'abord ce problème: 

Trouver l'équation la moins élevée k laquelle une expression radicale puisse 
satisfaire." 

Quoique en commençant Abel eût évidemment l'intention d'écrire un exposé com- 
plet de sa théorie des équations résolubles par radicaux, son travail n'est pour la majeure 
partie devenue qu'une ébauche. 11 faut bien avouer que cette ébauche contient quelques 
expressions peu exactes, quelques notions un peu vagues, et qu'il y a même quelques 
lacunes dans les démimstrations ; mais ces imperfections ne sont pas essentielles, et les 
difficultés qui en naissent peuvent facilement être levées, ce qu'il n'est pas aujourd'hui 
difficile de faire voir. 

Observons d'abord que le but du § 2 étant de déterininer l'équation irréductible 
qui est satisfaite par une expression algébrique donnée, il n'est dans ce paragraphe ques- 
tion d'autres expressions algébriques que celles qui peuvent être fornuM»s par les mêmes 
radicaux qui se trouvent dans l'expression primitive, ou plutôt par les différentes valeurs 
qu'ils peuvent prendre. Soient 

ces radicaux, rangés de telle sorte qu'ils peuvent être évalués numériquement dans l'ordre 
où ils sont écrits; "le radical extérieur" d'une expression algébrique est le dernier des 

42* 
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radicaux ënumérés qu'elle contient; il faut en effet supposer^ comme le cas le plus gënë- 

rai, que la quantité /?,, contienne les radicaux ViBi, . . . yS^^i . L ordre d'une expresy- 
sion n'est pas prc^cisément le nombre de radicaux quelle contient, mais plutôt le nombre 
marquant le rang qu'occupe son radical extérieur. Si l'on voulait prendre la définition 
d'Abel k la lettre, le théorème III serait en défaut dans beaucoup de cas. 

Dans la démonstration du théorème I (p. 229) Abel déclare impossible Péq nation 

^ = yi^'= — «0- 

En effet, dans le cas contraire z satisferait k une équation irréductible dont les coefficient 
ne contiendrait pas w, et dont le degré ^' 8(îrait moindre que ^i^ . Kn désignant le der- 
nier terme de cette équation par a, on aurait 

ffi^'y^^' =1 + a; 

mais en faisant 

k'k^znl + hfi, 

on en tirerait 

1 

ce qui est contre l'hypothèse. 

Les démonstrations des théorèmes IV et V supposent non seulement que l'équation 
y(y, ?w)=:0 soit irréductible, mais encore que la fonction y(y, »«) n'ait aucun facteur 

dont les coei'ficiens sont des fonctions rationnelles des radicaux y^^**, yj^».-- , des quan- 
tités connues et de co. Dans le cas contraire if arrive quelquefois que l'équation 
TIifQ/j m)=.i), est une puissance de l'équation irréductible; par exemple poiu* 1 équation 

9<y, l)=y« + aiy + al = 0. 

Nous ferons voir plus bas qu'on peut toujours diriger les opérations nécessaires {)oar 
chasser les radicaux de manière k éviter les cas d'exception. 

Enfin le passage qui commence par les mots: ^Ett njouiant il viemlra* p. 234, et 
finit p. 235 par les mots: "pÇ« iloit datw mtUfaire à une AqiuvtUm qui est totU au plm du 
degré (i — 1", n'est pas k l'abri d'objections fondées. En effet, de la circonstance que 

«^ s'exprime rationnellement par s, «', p, , p/, . . p^i-iy p'^a-u sans que «', f>,', . . -p'^-u 
soient des fonctions rationnelles de ^r, p, . . . p^t^i , il ne s'ensuit pas immédiatement que 

le degi'é de l'équation sera un nombre composé. Mais en mettant au lieu de «" une 
fonction rationnelle de «, «', />,,/>/... Pfi-\j p'fA-\y on a effectué une espèce de simpli- 
fication de l'expression de la racine z^ , et on peut supposer cette simplification opén^ 
partout où elle est possible. 

11 n'est pas en effet difficile de faire subir k l'expression algébrique donnée une 
transformation préalable telle que les raisonnemens d'Abel peuvent être appliqués avec 
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quelques modifications légères. Supposons les radicaux contenus dans l'expression algé- 

i_ 

brique donn(^ rangés dans Tordre de l 'évaluation numérique, et soit r^ ^- le premier d'eux, 

10^ une racine juj^ imaginaire de Tunité. Puisqu'il iaut bien admettre que Tcxprcssion 

1 

donnée pourra contenir toutesles ^^ valeurs du radical r^A«. , nous comptons comme son 

premier groupe d'irrationnelles lo^, »•„''•. Si parmi les autres radicaux il y en a qui 

s'expriment en fonction rationnelle des quantités connues, (o^ et r^"-, ils peuvent être 

1 
éliminés; soit r^f* le premier des radicaux i^esUins, et lo^ une racine (â^ imaginaire de 

j 

l'unité. Or la quantité r^, pouvant contenir w^ et r^^- , est succeptible d'un certain 

nombre de valeurs différentes, que nous désignerons par r, , r/, r^'', . . , et il faut 

1 j_ 

admettre que l'expression donnée pourra contenir non seulement »•,'*•, mais aussi r,>' , 

r^''^', ... . Supposons maintenant que tous ces fadic4iux s'expriment rationnellement 

11 1 1 

par un certain nombre d'entre eux: r,^» , r/^», • • . (r^/'"*>)^' , et par r^^» , w^- et 
les quantités connûtes, le nombre e, étant réduit à son minimum. Ceia posé, le deuxième 
groupe d'irrationnelles sera: 

1 1 1 

'^t ^'•S r/%...(r</.-»)>.. 

Si ces deux groupes d'irrationnelles ne suffisent pas, il faut ajouter un troisième 
groupe, et ainsi de suite. Voici donc le tableau des irrationelles dont se compose l'expres- 
sion alg<'^brique donnée: 

1 

1 1 1 

w,, r,^., r/i«.,...«^-i))^. ; 

1 1 1 



On place les racines de l'unité avant les radicaux du groupe, l'ordre de ceux-ci 
restant arbitraire. Dans des cas spéciaux l'expression donnée ne contient pas toutes ces 
irrationnelles, mais elle contient toujours au moins un radical de chaque groupe. Une 
des pages suivantes du manuscrit contient un tableau identique k celui que nous venons 
d'écrire, avec la seule différence que les w n'y sont pas expressément mentionnés. Or 
ils peuvent bien être exprimés par radicaux, mais il est aussi simple de les conserver. 
Quand nous parlons des valeurs dont ils sont susceptibles, il faut par cela entendre les 
racines de l'équation irréductible qui définit to au moyen des quantités connues et des 
irrationnelles des groupes précédens. Quelles que soient ces dernières, les valeurs de co 
sont toujours exprimées par 
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l, ô, ô^ j , , . d^—^ étant les solutions différentes de la congruence ô^ zEz 1 (mod. fi), v 
étant un diviseur de /i — 1. Pour chasser les lo on a évidemment un théorème ana- 
logue au théorème IV, qu'on peut énoncer comme il suit : 
Si Téquation 

dont les coefficiens contiennent, outre w,-, les irrationnelles des i premiers grouiK*s, 
est irréductible, 

est aussi une équation irréductible dont les coefficiens s'expriment rationnellement par 
les irrationnelles des i premiers groupes, v' étant le plus petit nombre ]x>ur lequel on ait 

Evidemment v' est un diviseur de v, et égal au produit des exposans de certains 
radicaux qui servent a exprimer w,- par les iiTationnelIes des groupes prècédens. 

L'expression algébrique donnée a» étant préparée comme noas avons indiqué, on 
peut chasser successivement toutes les irrationnelles de Téquation 

y — «m = 0, 

en suivant Tordre inverse de celui du tableau; on trouvera ainsi nécessairement l'équa- 
tion irréductible dont les coefficiens sont des fonctions rationnelles des quantités connues, 
car évidemment on ne rencontrera pas le cas où le théorème V est en défaut. 

En désignant maintenant par coy Sf* , 8^f* , . . . Sf_,/* le dernier groupe d'irra 
tionnelles, l'expression algébrique donnée a la forme suivante 

M m, *"#— 1 

m, m^ , . . . 7nf_i ayant toutes les combinaisons des valeurs 0, 1, 2, ... (/i — 1). Or, 

si le degré de l'équation est ^, il faut qu'en remplaçant Si ^ par lo 8{f* , on a la même 

1 1 

valeur qu'en substituant co^^Sf^ au lieu de 6'^. On en conclut que l'expression doit 

être spécialisée de la manière suivante / 



mn 



f— 1 



^p.6> .S','' ...S^-i" , [»« = 0, 1, 2...(/M — 1)] 

ou bien, en écrivant s au lieu de 88"' . . . 5**~', 



^PmS" , 



où évidemment «'' ne peut être exprimé rationnellement par les radicaux des groupes 
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précédons. Si maintenant on applique le raiaonneniont dœ pages 234, 235, il est évident 
qu'un a ^^=0, <, =<^ = • • • =<^_i=:0, et que par suite 

La dernière partie du mëmoire, k partir de la page 236, ne conHiste qu'on des 
notice» abrc^gt'os; il paruit qu'Abel, n'étant pas satisfait de ce qu'il avait écrit, à ce.^ 
d'y voir la rédaction finale du mémoire qu'il voidait publier. Néanmoins Iv» pages 
236 — 240 forment une déduction continue qui n'est pas difficile a suivre P. 236, 237 
il est démontré que les quantités p, ; 7>, • . • /V— » ^^"^ ^^-^ fonctions rationnelles de s 
et des quantités connues. Dans la dernière partie de la page 236 la lettre r désigne le 
nombre 2 . 3 . . . (/i — 1); q^^ q^, • - - qr sont les valeurs que prend y, , ou ;>«, «, quand 
on permute les racines -2, , -?,, . . z^ de toutes les manières; «i, «,? . . . «^ sont les valeurs 
corres}X)ndantes de «. Il est facile de voir que les quantités a^ , a^ , . . . a^ _i s'expriment 
rationnellement par les quantités connues sans (o. Les pages 237 — 239 contiennent 
l'étude do l'équation irréductible en «; il est démontré quelle appartient k la classe 
d'équations traitée dans le mémoire XXV, § 3 (t. I, p 488). P. 238 il faut compléter 
les formules 

etc. par la remarque, facile k démontrer, qu'on peut faire nzzl. F^nfin les formules de 
la page 240 contiennent le résultat des recherches pour le cas où le degré est un nombre 
premier. Les équations 

etc. se déduisent facilement de celles de la page 239. En effet, en faisant fit=zp, 
fa^ =;>j etc., on a 

„« ^ta j,(k — l)a 

8 ^ =pr-i Pv-^'Pv-^ • • P . « ^ ; 

d'où Ton tire, en posant m^" — Izzfi.r^ 

En supposant maintenant, ce qui est permis, que r no soit pas divisible par /i, on 
peut faire 

r.r'= 1 -{- h^y 
d'où 

»"=«-*• (P7l\ ) " ■ ( ;'7-, )" -(PV-^)"' ■■■( p-'l " ' 

ce qui donne la fonnule citée, en remplaçant 8 *, p~Z[} /'iTi? PV-^ • • - P"^ P*** -^> "> 
a,, a^, ... ay_i. La quantité a, étant fonction rationnelle de s, est racine d'une équa- 
tion de la même espèce et du morne degré que lequation en 8 ; de plus on voit facilement 
que l'équation en a du degré v est irréductible. Par conséquent la quantité A ou «~* 
est fonction rationnelle de a. 
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Uexpression de z^ ainsi trouvée satisfait dans toute sa gènèmlitè k une équation 
irréductible du degré /i. 11 restait donc k trouver la forme généi'ale des racines des 
équations abéliennes d'un seul cycle de racines. Abel s'est bien occupé de ce problème, 
(voyez t. 11, p. 266, et p. 287 en bas), mais il était réservé a M. Kronecker de le ré- 
soudre en toute sa généralité, et de mener ainsi k sa véritable fin les recherches d'Abel 
sui* la forme des racines des équations de degrés premiers et résolubles par radicaux. 

Nous interprétons les formules des pages 241, 242 de la manière suivante Abel 
désigne par i/'yziO une équation irréductible résoluble par radicaux. Si par le procédé 
du § 2 on remonte de Téquation y — «« = jusqu'k Téquation donnée, ravant-dernière 
équation est désignée par <jp(y, «)irO, de sorte qu'on ait /ïqr(y> «) = V^y)? * étant le 
dernier radical qui détermine une élévation du degré, /i son expo.sant, «, «', «'', . . «<^~^^ 
ses fi valeurs. La lettre q désigne une expression algébrique, formée par w et par les 
irrationnelles des groupes précédens, et tellement choisie qu'il est possible dexprimer 
chacune d'elles par une fonction rationnelle de q et des quantités connues; c'est Ik un 
moyen dont Abel s'est servi dans une autre occasion (voyez t. I, p. 546, 547). L'équa- 
tion irréductible en ç, y)ç = 0, est du degré y; q, q^, ... Qy—i sont ses racines; cha- 
cune d'elles s'exprime en fonction rationnelle de q. En suite y(«, q) = est l'équation 
k deux termes qui définit «; en mettant Qi pour ^, cette équation devient ^(8, Çi), 
dont les racines sont «., «/, «.'', . . . «f^~*>. 

Dorénavant l'équation qui était d'abord désignée par ^(y, «)=0, s'appelle /(y, «, ç)izO. 
Comme dans le cas des équations de degrés premiers il est permis de supposer que cotte 
équation ne contient pas les radicaux «, , 8^, ... « y_i ; elle est irréductible par les 
quantités «, ç, ^^ , . . . Qy^i . Or, puisqu'on a 

on peut supposer que toutes les équations 

ont une racine commune ; l'équation qui contient toutes les racines communes k ces équa- 
tions est designée par 

Cela posé, Abel suppose que «,, «f— i, . . . Sy—i s'expriment en fonction rationnelle 
de ç, ^, , . . . Qy—i et de «, «^ , . . . ««_!, mais qu'aucun de ces derniers radicaux ne soit 
exprimable en fonction des autres et de ^, ç^ , . . . Qy—i. Dans cette condition il 
affirme que 

divise iffy pour toutes les valeurs de «, «^ , . . . «f_i , et que par suite le degré de i/<v) 
est divisible par ^*. 

Soit poiu- le démontrer W(t/, a, tt^, . . . «e_-i) le plus grand dixnseur commun des 

e fonctions /(y, «, ç), /(y, «, , ç,) . . ./(//; «^-i? Ç^-i)î alors ^(f/i «^"S ^fy • • • <^i) ^^ 
le plus grand diviseur commun des fonctions /(y, «<**>, ç), /(y, «J^, çj, . -/(j/, *^^i , Ç#_i)' 
d'où il est i'acile de conclure qu'on a 
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Il 8eii8uît que 1 équation </>(//, /j, «^ , . . . *^ j) est irréductible; en effet, puisque l'équa- 
tion /(^, «, ç) = est irréductible, ///*(^, «, ç) ou xiiy ne peut avoir de racine com- 
mune avec une équation d'un degré moins élevé dont les coefticiens sont rationnels 
en ç, ce qui aurait nécessairement lieu, si Téquation </>(y, «, «, , . . . «f_i) = était 
réductible. De plus cette équation a toutes ses racines communes avec /(y, «;+«, Çf+«) = 0, 
puisque «f+„ est une fonction rationnelle de '», «j , . • • «^ -i , ç, ç, , . • • ^k— i- Donc 
(Z>(y, if . . . «£.-i) est identique k F(y, » . . . »k_i, ç . , . ç^— i). 

8i maintenant on donne aux radicaux qui entrent dans l'expression q des valeurs 
nouvelles, et qu'on désijçne par A',- la valeur correspondante de «,-, on a 

ll'UHjf, S, 6', , . . . ÀV.) = ./-y, •- 

« 

d'oii l'on conclut que </>(y, aV, S^ , • • . ^f i) a un facteur commun avec Pune des fonc- 
tions <Z>(y, «<*'>, w^,*'*^, . . . «j^j). Cela étant, ces deux fonctions sont identiques, donc la 

quantité z ou </>(«, «, «, , . . • -«* -i) a seulement fi* valeurs distinctes. 

Il faut donc dire que les notices des pages 241, 242 indiquent une démonstration 
rigoureuse de la proposition 2, p. 222. 

Dans cette démonstration on pourra dailleurs se débarrasser de la quantité q dès 
le commencement. Supposons en effet qu'à deux valeurs différentes de q il réponde une 
même valeur de »^, on aura 

^'^KUj »> Q)=fO0/j », eJ, d'où Ion tire ./(//, /», Qj = f(t/, or s, g). 
Soit maintenant 

un coefficient de la fonction /(//, «, q), et 

le coeificient correspondant de /(j/j s, çj, on aura 

Or on j)eut taire, dans l'un de ces coefticiens, l'une de.^ quantités p^ égale k l'unité. 
Alors on a C'i,==l, donc généralement ;>«'iz/>,„; cela étant, ;>« peut être exprimé en 
fonction rationnelle de nf*. Les coelficiens d<î /(y, *, q) sont donc des fonctions ration- 
nelles de .s. 

Si maintenant le d(»gré de l'équation donnée est ^i', la fonction (/>(y, ^, «,,... «^ i) 
est du premier degré, d'où il suit que y <;st une fonction entière et même symétrique de 
»j «, , . . . .s,_i. C'est la proposition 4, p. 223; évidemment cette proposition n'a lieu 
que lors({ue la décomposition mentionnée dans la proposition 2 est impossible. L<i dé- 
monstration de colle-ci s'achève comme pour les équations du degré (.i. 

La citation de Lagrange p. 223 doit siins doute être rapportée au Traité de la 
résolution des équations numériques. Note XIII, dont les numéros 14 — 22 conviennent 
aux équations dont les degrés sont des . nombres premiers, les numéros 25 -27 aux 
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équations qui se dècompobeiit en vertu des propositions 2 et 3. Quant aux équa- 
tions qu'on nomme aujourd'hui primitives, les propositions 2 et 4 conduisent k une 
équation du degré 

2 . 3 ...(/«" — 2) 

qui doit avoir une racine rationnelle en quantités connues. 

Les formules de la page 243 ne sont qu'une répétition de celles des pages précé- 
dentes. 

Si/lotc, 

XIX. Fragmeiis sur les fouctiotis elliptiques. Les numéros I et II sont, croyous- 
nous, des fragmens d'un même mémoire qui paraît dater de la première pai'tie de Tan 
1828. Le numéro III se rattache au mémoire intitulé Théorèmes sur les fonctions el- 
liptiques (t. I, p. 508). A regard du numéro II voyez d'ailleurs la note relative a la 
page 523 du premier tome (t. II, p. 314, 315). 

XX — XXIII. Lettres (CAheL Pages 254, 255 nous avons imprimé les trois pre- 
miers théorèmes exactement comme nous les avons trouvés écrits dans la lettre d'Abel, 
quoiqu'ils paraissent contenir quelques incorrections. Après le quatrième théorème nous 
avons supprimé un passage qui dans l'original n'est pas achevé. 

Dans la lettre d'Abel k Legendre p. 272, 273 nous avons corrigé quelques fautes 

d'écriture évidentes. Page 275, où la valeur de f{x-\ est évidemment erronée, et 

où les valeurs de q Qi p sont échangées entre elles, nous n'avons pas cru devoir toucher 

au texte d'Abel. 

Sylvie. 
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KRRATA. 



Page 120, ligne 3, en descendant, au lieu de 82, ii'tez 31. 

i> ^r'7 V r A A . /• / ^ v'^'M <^' ,• AVf^'\-c 

l*age 107, ligue u, en a(*8Cenaant, au heu de / . # y <'^<'* i \ l 

_^ .__ ,. .. 1- 1 . 2rt Vw — (2w -I- w.) „ 

Page 17G, ligne 11, en remontant, au uen de -j- - - ^' t , 

n^ — a\n 

n^ — a y?i 

Page 176, ligne 5, en remontant, au lieu de - - - , lisez - - • 

«j + a yn n^ + a yn 

tx *P7^. 1. ' ^ !• 1 + 2a y« — 2ii — n, 
Page 17o, ligne 4, en remontant, au heu de - — — * ? 

,. T2ayn 4-2w + Wj 

ax -\- h JT* 
Page 17G, ligne 1, en remontant, au lieu de — aarctang - - - ? 

limez -\- a arc tang 

Page 178, ligne 14, en remontant, au lieu d^* "' " . , limez "~* 

w«- ««-1 r w.i-1 "« - ««-i y «m-i 

Page 180, ligne 2, en descendant, «m //Vw f//* — , Zw^'c — 

a -\-yk « + VA; 

1 ^up ji^i j«* 

l*îige 180, ligne 4, en descendant, au lieu de - arc tang » 

3(ri + Vifc ) ^R 

,. , 1 , 'W" — Â-*.r* 

/w^'c H arc tane 

3(„ -f- Vit ) "^ m 
1 1 

Page 234, ligne 12, en descendant, au lieu de ^p's'f^ , limez /«;'/«''**. 
l^ige 29.1, ligne 7, en descendant, au lieu de n\»8t, lii<ez ne parait. 
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